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TRAITE ELEMENTAIRE 



CALCUL DIFFÉRENTIEL 



CALCUL INTÉGRAL 



PREMIÈRE PARTIE. 

CAEiCIJEi DIFFÉREBrOTIEEi. 



Notions préliminaires et principes de la diilérentiation des 
fonctions d'nne senlè vaxialiie. 

1. Dans eette partie de TAnalyse^ on prend pour sujet le 
passage d'une ou plusieurs quantités par différents états de 
grandeur, et les changements qui en résultent dans d'autres 
quantités dont la valeur dépend de celle des premières (*). 

2. Pour exprimer qu'une quantité dépend d'une ou de plu- 
sieurs autres, soit par des opérations quelconques, soit même 
par des relations impossibles à assigner algébriquement, mais 
dont l'existence est déterminée par des conditions certaines , 
on dit que la première est fonction des autres. L'usage de ce 
mot en éclaircira la signification. 



{*) yofdre et la brièreté m'ont paru demander qu'on rédublt le plus pos- 
sible les notions préliminaires, et qu'on séparât ces notions, purement analy- 
tiques, des applications géométriques; mais le lecteur qui Toudrait prendre 
d'abord une idée de l'origine du Calcul différentiel et de ses usages, pourra 
consulter, à la 0n du livre, la Note A, formant une sorte d^introduction à ce 
Traité. 

6«éd. I. t 



2 tivaitë élémentaire 

On emploie souvent une lettre comme signe ou caractérisa 
tique du mot fonction ; ainsi les symboles 

expriment que u, v e% z sont diyerses fonctions de x. 

3. La quantité considérée comme changeant de grandeur, 
. ou pouvant en changer, est appelée variable; et Ton donne le 

nom de constante à celle qui conserve toujours la même va- 
leur dans le cours du calcul. On voit d'après cela que c'est la 
nature de la question proposée qui détermine quelles sont les 
quantités qu'on doit regarder comme variables ou comme con- 
stantes, 

4. Pour éclaircir ceci, je vais donner quelques exemples. 
Soit u = axy a désignant une constante; u est une fonction 
de X, de Tordre le plus simple, puisque c'est une quantité pro- 
portionnelle à cette variable. Si l'on suppose que x devienne 
X •+■ A, et qu'on représente par u' la nouvelle valeur de m, on 
auraV=ûJ?-+-aA, d'où u' — u=ah; et en divisant les deux 

uf — — u 
membres par A, il viendra — r — =«, c'est-à-dire que le rap- 
port de l'accroissement d-e la fonction à celui de la variable est 
indépendant de leur valeur particulière. 

Je passe à la fonction un peu plus compliquée u = ax*; en 
yf mettant x-^h au lieu de x, il vient «' = «(ar*-f-2arA4- A*), 
et en retranchant la première équation de la seconde, 
m' — M = 2£w;A.-4-aA'; divisant les deux membres par A, on 

aura — r — =2aa:-f-aA. Ici le rapport des accroissements de 

la fonction el de la variable est composé de deux parties; l'une 
ne dépend point de la valeur particulière des accroissements, 
et l'autre est affectée de A. Si l'on conçoit que cette dernière 
quantité aille en diminuant, le résultat s'approchera sans cesse 
de 2ax, et n'y atteindra qu'en supposant A = o; en sor^ que 

2 or est la limite du rapport — r — 9 c'est-à-dire la valeur vers 

laquelle ce rapport tend à mesure que la quantité h diminue, 
et dont il peut approcher autant qu'on le voudra. 
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II est aisé de voir que la différence u' — u s'anéantit tou- 
jours en même temps que A, puisque c'est l'existence seule 
de cette dernière quantité qui donne lieu à la première; ce- 
pendant leur rapport ne s'anéantit pas : il est de l'espèce de 
quantités indiquée àans le n® 70 des Éléments d'Algèbre. 

Lorsque u = aai^^ on a, par la substitution de x+ A au lieu 
de ^, 4 

«'= <ï ( j7 4- A)'= oa^-H 3 00?' A -f- 3 aje?A*H-/iA^; 

en rétranchant la première équation de la seconde, on trouve 
u' — M = 3aa7*A -f icLxh^-^ah^y et prenant le rapport des ac- 

croissementSy T" = 3 aj;»4- 3 axh -h ahK On voit encore Ici 

un terme indépendant de toute valeur particulière des accrois- 
setoients, et vers lequel leur rapport tend sans cesse, lorsque A 
diminue,, en sorte que ce rapport a aussi une limite qui est 
3aj?\ 

Soit encore . a = -; il viendra a'=: — —r» 

puis u'—uz= T- = ; rj en réduisant au même 

dénominateur les deux termes du second membre; on trouve 
ensmte que le rapport des accroissements — j — = — ' , » 
valeur qui ne s'évanouit pas quand A = o, mais atteint la 
limite •• 

Cet exemple diffère dès précédents, en ce que la limite 

— -^ ne se montre point à part de l'expression générale; mais 

pour isoler cette limite, il suffit d'ajouter et de retrancher en 

même temps ;au second membre de l'équation ci-dessus, 

qui devient alors 

u'—u ^a jfl a 

h P x^ x^-^xh^ 

et de réduire les deux deniers termes au même dénomina- 
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leur; car on obtient 

u! — u a ah 

h "" Ic^ X* -k- X' îi* 

valeur complète, dont le premier terme est la limite, et dont 
le second s'évanouit quand A = o. 

Ce premier terme, ou cette limite, n'est pas particulier aux 
^fonctions que je viens d'examiner : l'exposition (les procédés 
par lesquels on l'obtient pour toutes les fonctions employées 
dans les éléments de Mathématiques, et ensuite la considé- 
ration des courbes (58,59) montreront évidemment . qu'il se 
rencontre dans toute fonction en général. Ainsi, lorsque les 
accroissements respectifs d'une fonction et de sa variable s* éva- 
nouissent^ leur rapport ne ^évanouit pas, mais il atteint une 
limite dont il s' est approché par degrés; et il existe, entre ce^te 
limite et Id fonction dont elle dérive, une dépendance mutuelle 
qui détermine Ikine par Vautre. 

5. Je ferai d'abord connaître les signes par lesquels on ex- 
prime les nouvelles relations que les notions précédentes 
établissent entre les grandeurs. Pour en montrer la conve- 
nance, je reprends la fonction u = ax^, déjà considérée dans le 
n« k. 

Eh y mettant ^ + A, au lieu de x, et retranchant la quan- 
tité ax:' du résultat, on a obtenu, dans l'expression 

w' — « = 3 axi^ A 4- 3 axh' -f- « A% 

le développement de la différence des deux états de la fonc- 
tion u, ordonné suivant les puissances de l'accroissement A 
qu'on suppose à la variable ^; et la limite iax^ du rapport des 
accroissements u' — m et A ne dépend que du premier terme 
3a^A de cette différence (4). Ce premier terme, qui n'est 
qu'une portion de la différence, s'appelle différentielle; et on 
le désigne par dw, en se servant de la lettre d, initiale du nom, 
comme d'une caractéristique : on aura donc, dans l'exemple 
proposé, dtt = Zax^h. 
Pour passer de là à Zax^^ qui est la limite cherchée, il faudra 

diviser par A, et l'on obtiendra -r- =. 3ax^; mais quand il s'a- 



DE CALCUL DIFFÉaiOITIEL ET DE CALCUL INII^GIIAL. 5 

git d*une variable simple, comme la quantité x^ qui se change 
en 07'=. j? H- A, on a â?' — ^ = A; la difTérence et la dlfféren- 
tielle ne sont alors qu'une même chose : on remplace en con- 
séquence la quantité h par le signe dx, afin de mettre do 
Tuniformité dans les calculs, et il vient 

da = 3fiw:'djc, -— = 3«j;\ 
Ax 

La première expression sera la différentielle de u ou de aw;*, 
et la seconde, qui appartient à la limite du rapport des chan- 
gements simultanés de la fonction et de sa variable, prendra le 
nom de coefficient différentiel, parce que la quantité qu'elle 
représente n'est autre chose que le multiplicateur de la diffé- 
rentielle dx dans l'expression de la différentielle du. Il suit 
de là que la limite du rapport des accroissements, ou le coeffi- 
cient différentiely s'obtiendra en divisant la différentielle de 
la fonction par celle de la variable; et réciproquement, on 
obtiendra la différentielle, en multipliant la limite du rapport 
des accroissements, ou le coefficient différentiel, par la diffé-- 
rentielle de la variable. 

Cette remarque est importante, parce qu'il y a des fonctions 
dont le coefficient différentiel se trouve plus facilement que 
la différentielle. En effet, pour parvenir immédiatement à cette 
dernière, il faut écrire x 4- dx au lieu de x, dans la fonction 
proposée, développer le résultat suivant les puissances de dx, 
en s'arrétant au terme affecté de la première, et retrancher du 
résultat l'expression primitive. On voit que cette méthode 
suppose qu'on sache développer la fonction proposée, ce qui 
peut demander des secours étrangers, dont la considération 
des limites dispense le plus souvent. 

D'après ces notions, on peut dire que le Calcul différentiel 
est la recherche de la limite du rapport des accroissements 
simultanés d 'une fonction et de la variable dont elle dépend, 

6* Il faut bien se garder de confondre en général la diffé- 
rentielle du avec la différence u' — u. En effet, dans l'exemple 
du n*» 4, l'une est 3 or» A, et l'autre 

3 ax^ A + 3 axh^ -f- ah^ ; 
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mais 01) voit que lorsque la quantité A est très-petite, la diffé- 
rentielle aûw?»/i forme la partie la plus considérable de la dif- 
férence u' — Uy et que celle-ci s'approche de plus en plus de 
la différentielle, à mesure que A diminue. En général, il x^ 
d'autant moins d'erreur à prendre la différentielle pour la 
différence, que Von suppose plus petite la valeur de V accrois- 
sement de la variable, 

La même conséquence ise tire aussi de la considération des 
limites; car si le rapport des accroissements simultanés u' — u 
et A a pour limite une fonction /?, et que pour une valeur 
quelconque de A, on ait 

î^^ = P, cequlreviemà ~±=p^{9—p)^ 



il faudra que la quantité P — p diminue en même temps que A, 

et s'évanouisse quand A = o : l'équation — j— =p sera donc 

d'autant plus exacte, que l'accroissement A sera plus petit, et, 
dans cette hypothèse, on peut faire u' — u = ph (*)^ 

De là résulte la forme des premiers termes du développe- 
ment du second état u\ En effet, la quantité P — p, s'évanouis- 
sant avec A, doit nécessairement avoir cet acccroissement au 
nombre de ses facteurs; et ce qu'on peut faire de plus géné- 
ral est de supposer que P — p = QA", l'exposant n étant posi- 
tif, mais quelconque d'ailleurs, et Q ne devenant pas infini 
lorsque A = o : alors l'équation 



w — u 



j — =p-i-QA» donne a'=±:MH-/?A -i-QA»+'. 

7. Il est aisé de voir que lieux fonctions égales ont des dif- 
férentielles égales; car, lorsque deux fonctions sont égales 
entre elles, quelle que soit la valeur de la variable dont elles 



(*) C'est sur ce principe qae Leibuitz a fondé le Calcul dijOTérentiel , en re- 
gardant les différentiel] es comme des différences infiniment petites; mais il ne 
faut pas perdre de vue queTéquation du=zph, fondée sur ]a définition de la 
différentielle (5), est toujours Trai«, quelle que soit à, quantité arbiti*airo, 
dont^ est indépendant , et qui reste indéterminée, tant qu'il ne s'agit que du 
rapport des différentielles. 
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dépendent» il faut que les changements respectifs tiu'elles 
reçoivent en conséquence de celui qu'on attribue à cette va- 
riable soient toujours égaux. Si, par exemple» uetp désignent 
des fonctions de x telles que u=zç, quel que soit x, et que 
quand x devient x -h dx, u se change en* a^ et v en u', on aura 
encore u'=i/; retranchant de cette équation la précédente, 

il en résultera 

u' — î« = v' — i^; 

puis divisant par ix, on obtiendra 

u' — u (/ — y 

dx ûx 

quels que soient ^ et d^. Si donc peiq désignent les limites 

respectives des rapports ci-dessus, les valeurs générales de ces 

rapports pourront, d'après ce qui précède, être représentées 

par p + «> 9 H- p, p et q ne dépendant pas de dx, tandis que a 

et p décroissent et s'évanouissent en même temps que dx; eX 

l'on aura 

^-f.a=ï=9-f-p, d'où p — q = p — a. . 

Il suit de là que p = q; car si l'on supposait p — ç =?D, il 
en résulterait que la quantité p — a ne pourrait pas tomber 
au-dessous de D, tandis qu'elle s'évanouit : il faut donc que 
D = o (*) : donc pdx = qdx et du = dv, en observant que, 
d'après le n** 5, pdx et qdx sont les différentielles des fonc- 
tions u et i^. 

L'inverse de celte proposition n'est pas généralement vraie, 
et l'on aurait tort d'affirmer que deux différentielles égales 
appartiennent à des . fonctions égales. En effet, si l'on avait 
a-{-bx, en substituant a? -+-dar à ar, on obtiendrait a-\-bx-{-bdx, 
et en retranchant a-i-bx, on trouverait 6 dj?, résultat dans 
lequel il ne reste aucune trace de la constante a. La diffé- 
rentielle bdx appartient donc également k a-hbx onk bx, et 
elle convient en général aux différents cas que présente la 
fonction a 4- bx, lorsqu'on donne à a toutes les valeurs pos- 



{*) Ceci prouve que lorsque deux quanti tés sont la limite d'une même quantité 
variable, elles sont égales entre elles. 
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sibles. On voit aisément par là que lorsqu'oii différentie une 
fonclîoii quelconque, toutes les constantes séparées des va- 
Hables par les signes -f- et — disparaissent, tandis que les 
autres restent dans la différentielle. 

, 8. Avant de passer à la recherche des différentielles par les 
limites, il faut remarquer 

I". Que la limite du produit de deux quantités variables en 
même temps est le produit de leurs limites correspondantes; 
2". Que la limite du quotient des mêmes quantités est aussi le 
quotient de leurs limites. 

En effet, soient P et Q les deux quantités proposées, p elq 
leurs limites correspondantes; les premières, considérées dans 
leur état général, peuvent être représentées par p + cty ? 4- p, 
en désignant par a et p des quantités susceptibles de s'éva- 
nouir en même temps, après avoir passé par tous les degrés de 
petitesse (4) : on aura donc en général 

PQ — (;?-i- a) (g -+- ?).=/>? 4-i?P H- ga 4-«p. 

Le second membre de cette équation se réduit à pq^ lors- 
que, pour prendre les limites, on fait a = o, p = o. On voit 
d'ailleurs qu'en donnant aux quantités a et p des valeurs con- 
venables, on peut rendre aussi petite qu'on voudra la diffé- 
rence 

PQ— Pî = pp-i-îa4-«p. 

Maintenant, si Ton fait PQ = R, et pq = r, r sera la limite 

R r 

de R; mais puisque Q = p» et g = -? il s'ensuit que la limite 

du quotient est aussi le quotient des limites. 

9. Au moyen des remarques précédentes on obtient le coef- 
ficient différentiel d'une fonction rapportée à une variable dont 
elle ne dépend pas immédiatement. Soient, en effet, trois quan- 
tités Vy a, X, telles, que la première soit une' fonction de la 
seconde, et cell:e-ci une fonction de la troisième, c'est-à-dire 

qu'on ait 

v = {[u), u = Y[xY, 

il semble d'abord qu'il faudrait, par l'élimination de u, obtenir 
l'expression immédiate de i' en j;; mais on va voir qu'il n'en 
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est pas besoin. En effet, si ces quantités passent simultanément 
à un nouvel état de grandeur, représenté par v', u\ x\ ou 
prennent les accroissements respectifs 

on aura 

^' — ^ ^'^^ ^ ^' — " . 

X' — X u' — U X' — X 

et les limites des trois rapports 

i/' — ç (;' (; u' — u 

x' — X U U x' — X 

étant représentées par 

Av àv Au 
ax au Ax 

on conclura de la première remarque du numéro précédent que 

de de d« ,^, 
. dx da dj; ^ ' 

Pour bien montrer le sens de cette expression, je vais rap- 
pliquer à un exemple, en faisant 

V = hu\ u = ax^^ 

On trouve d-abord, par les n*»» k et 5, 

Au Ax 

Av 
et la formule ci-dessus donne ensuite :î— =6abu^x, résultat 

Ax 

où Ton peut remplacer u* par sa valeur a^x*, et qui devient 

alors 6à^bx*. Ainsi Ton a, dans ce calcul, transposé l'élimina- 

ion de u après la différentiation. 

En indiquant cette élimination avec les symboles généraux 



(*) On ponrrait croire d'abord que ce résultat est évident par lui-mtoiey si 
l'on ne faisait pas attention à la différence qui existe entre le d u diviseur de d v, 
et le d a divisé par d x. Le premier est un accroissument shnple, complet et indé- 
pendant du second, qui h>st qu'une partie de Taceroissement que reçoit u k 
cause de celui de x (iS) : ce n'est qu'en les considérant tous deux comme idfi- 
nimenl petits qu'on pourrait les prendre dans la même acception (U). 
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employés au commencement de cet article, on aura 

.' = f[F(x)], 

ce qui veut dire que ç est une fonction d'une autre fonction 
de x; el, d'après ce qui précède, le coefjftcient différentiel 
d'une fonction de fonction s'obtiendra en multipliant l'un par 
l'autre les coefficients différentiels de ces fonctions, rapportées 
chacune à sa variable immédiate. 

Lorsque deux quantités ueix sont liées par une dépendance 
.mutuelle, on peut dire également que u est fonction de x, ou 
bien que x est fonction de m, selon que Ton veut regarder u 
comme déterminé par x, ou x comme déterminé par u. Le 
coefficient difTérentiel peut aussi se présenter sous chacun de 
ces points de vue ; et comme 



— î 
u 



X^ X 

il suit de la seconde remarque du numéro précédent que 

Ax I 

du Au 
Ax 

puisque l'unité étant une quantité constante, est elle-même sa 
limite. 

Soit, par exemple, u = x\ d'où x = ^u=^ u^; on aura 
dw , , ^ d^ I 

QX QU ÔX* 

valeur qui revient à — ^ = —y;=* 
3u* ^^/«' 

Plus généralement encore, lorsqu'on suppose v = f(w), 
x^=^¥ (a), c'est-à-dire que deux des variables sont exprimées 

par la troisième, on a - >^^^ = ,^^^^ » et par conséquent, a la 

^ X X X X 

u' — u 
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limite, 

d» dw 

dar dx 

10. Je vais appliquer maintenant ce qui précède à la re- 
clierclie des différentielles des fonctions qui se présentent 
dans les Éléments d'Algèbre, c'est-4-dire des sommes, des 
différences, des produits, des quotients, des puissances et des 
racines. 

Premièrement, lorsque plusieurs quantités dépendantes dear, 
et dont on sait trouver la différentielle, sont jointes ensemble 
par addition et soustraction comme dans « + t^-^iv, si la sub- 
stitution de x+dx, au lieu de x, fait changer. 

u en a-Ha, v en «'-Hp, w en «V-+-7, 

l'expression a + v — w deviendra 

Son changement, formé des termes a-hP — 7, et comparé à 
l'accroissement d or de la variable x, donnera 

dx dx dx 
quantité dont la limite sera 

p-^q — n 
en désignant par p^ q, r, les limites respectives des rapports 

a fi 7 

particuliers ;,— ? x" ' T~^ ®^ ®^ *'®^ multiplie par dx la quan- 

\XX %XX \1X 

tilé /i-hj — r, le résultat /?da: -H çd:r — rdx sera la diffé- 
rentielle de la fonction proposée (5); mais pdx^ qdx^ rdx, 
sont les différentielles propres de chacune des fonctions u^ v 
et iv, et on les représente par du, dv, dw : on aura donc 

d(tt-l-i' — w) = dM-Hdi' — dw, 

c'est-àMiire que /« différentielle d'une fonction de x, compo^ 
sée de plusieurs termes, s'obtiendra en prenant la différentielle 
de chaque terme avec le signe dont ce terme est affectée 
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. 11. Secondement, si dans le produit des deux fonctioBS'u 
et V, u se change en w -H«, c' en f -H p, ce produit devient 

ttc-hKp-i-C'a-l-ap; 

et son accroissement 

MpH-i^pt-f-aP, 

comparé à di^, donne l'expression 



dâf àx^^ix 



"p. 



En désignant comme ci-dessus, par p et 9, les limites respec- 

fit B . 
tives des rapports -T—> -ï^i puis faisant attention que Tac- 

croissement p s'évanouit en même temps que d^?, dont les 
quantités u elv sont d'ailleurs indépendantes, on reconnaît que 

la limite du terme -p p est /?.o, par conséquent zéro (8), et 

que celle des deux autres est . 

uq M- vp. 
On conclut de là (5) que la différentielle de m est 

uqAx + vpdiX\ 
mais qiix çx pàx sont représentés par dv et da : 4onc 

La formule d.a(^ = wdc-Hfdw noua apprend que pour 
avoir la différentielle du produit de deux fonctions, il faut 
multiplier chacune par la différentielle de Vautre, et ajouter 
ensemble les deux résultats. 

Quand l'un des facteurs est constant, u par exemple, on 
a dw=o, et par conséquent A.uvz=uAv. 

Pour obtenir immédiatement cette dernière formule, il ne. 
faut que changer c' en y -f- p, d'où il résulté l'accroissement wp, 

et ensuite le rapport u -^ > dont la limite uq^=uj-"i et par 
dx Cl.x 

conséquent d.Mv= f/dc. 



(*)' Lorsque Ton trouve un point après la caractéristique d , cela veut dire 
qu'elle porte sur tout ce qui la suit immédiatement; ainsi à..u%^ est la même 
chose que d (m^), et d.x" la même chose que d (x"). 
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8i Y ou divise les deux membres de l'équation • 

d.uv = iidv-hvdu 

par la fonction primitive «f , on trouvera 

d.wt' du de 

uç u V ' 

ce qui conduira facilement à l'expression de la différentielle 
d'un produit compose d'autant de facteurs qu'on voudra. Pour 
y parvenir, on supposera que v = ts; il viendra 





dir 


d.h 
ts 


4^- 


— 1 
s 




et 


par conséquent 

d . uts 
uts 


=ï- 


T- 


dj 

T' 




on 


trouvera de la même 


manière 


que 








d.utsrei.c. 

uisr etc. 


du dt 
u "*" / 


-ï 


-'i 


-i-etc. 



Si l'on fait évanouir les dénominateurs dans l'équation 
d.uts du dt ds 



uts Uts 



> 



on trouvera d.uts^ztsdu-husdt-i-utds, et l'on verra aisé- 
ment que, quel que soit le nombre des facteurs, la différen- 
tielle de leur produit sera égale à la somme des produits de la 
différentielle de chacun, multipliée par tous les autres* 

12. On obtient la différentielle de- en faisant -= ti car il 
vient alors u = vt, et d'après ce qui précède, du = vdt-htdv: 
prenant la valeur de dt, et substituant au lieu de t la fraction -9 

,^ du udv 'j . * * j ' 

on aura d/ = ^> ou, en réduisant au même denomL- 

nateur, 

.^ i^du — udv 

dt = ; , 

d'où il résulte que pour trouver la différentielle d'une frac^ 
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//on, il faut multiplier le dénominateur par la différentielle 
du numérateur, 'retrancher de ce produit celui du numéra- 
teur par la différentielle du dénominateur, et diviser le tout 
par le carré du dénominateur. 

Quand le numérateur de la fraction proposée est constant, 
Uy ne dépendant point de x, n'a point de différentielle, c'est- 
à-dire que dif = 0, et il vient. seulement 

13. La fonction le* désignant, lorsque n est un nombre en- 
tier positif» le produit de n facteurs égaux à u, on déduira du 
nMl, 

d.^" A.uuuu.,. ^" i.lfî ^^ ^^ 

M" uuuu.., u u HT "ô" *'*' 

où le dernier membre renfermera autant de fois — qu'il y à 
de fôcteurs dans u% c'est-à-dire n : on aura* donc 

d.^* niu 

M" u 

d'où l'on conclura d.a"=«tt^»da. 

Si le nombre n est fractionnaire, en le représentant par -9 

s 

r 

on fera u'= v, d*où »':= i^; et comme les nombres r et j sont 
supposés entiers, on aura, d'après ce qui précède (7), 

ru^^Au:=sv^^Av\ 
d'où l'on tirera 

ai/ = -dM = dw* 



su* 



En réduisant, on trouve 



r 

di^ = -w* du, 

s 



ce qui revient encore à d,w" = /M<'^'dw, n étant égal à -• 

<s 
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Enfin le nombre n étant négatif, on à tr*=:z — > d'où l'on 
tire, par la dernière formule du n^ 1% 

d.M-":=d.--= — rr— ; 

et comme, d'après ce qui précède, d.tt"=/ia"-'d«, dans tous 
les cas où n est positif, on. a donc 

— /lM"-'dM 

d.a"^= = — nur^-^ûu. 

De cette énumération, on conclut que pour différentier une 
puissance quelconque d'une fonction, il faut la multiplier par 
son exposant, diminuer ensuite cet exposant d'une unité, et 
multiplier le résultat par la différentielle de la fonction {*). 

ik. Les règles énoncées dans les n^* 10, 11, 12, 13, suffisent 
pour différentier toutes les fonctions où la variable n'est enga- 
gée que par addition, soustraction, multiplication, division, 
élévation aux puissances entières ou fractionnaires, positives 
ou négatives, fonctions qui, résultant des opérations algébri- 
ques, se nomment par cette raison fonctions algébriques. On 
n'9 besoin que de se rUppeler que là différeittielle de k simple 
variable x est dj? {5), 

D'abord, pour la fonction mondme, ii=iu;*, dans la* 
quelle a désigne une constante, la règle des produits (11) 
donne àu^=a^.xi^, et la règle des puissances (13) conduit à 
Au = naaf^^Ax. 

Passons maintenant aux fonctions complexes; soit 

I». u=^a + bs[x — ^-^ en prenant séparément la dîfféren- 

X 

tielle de chaque terme de cette fonction, le premier disparaît 



(*) J*aurais pu déduire immédiatement du déreloppemeat du binô-> 
me (x + dx)'', la différentioUe de x", puisque ce déreloppemetit étant 
jc^H- fur"~' dx -h etc. > si Ton en retranche x", le priihier terme de la diffi&renc» 
sera nx*^"* dx; mais je n'ai pas youIo supposer la démonstration de la< fotmule 
du binôme, parce que le Calcul différentiel en fournit une très^énérale et 
trîs-simple. 
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parce qu'il est conslaiïl (7) ; le second, mis sous là forme bx% 
donne, par Taj^plicalion de la règle du n*»13, ^bx^ 'bx, ou 
--^; le troisième, — -» conduit à 4-^--^ (12); réunissant ces 

résultats partiels (10) , on trouvera 

/ b c\ , du b c 

du=[ FT-f-—, id^el ;p-=-— rrH — ■• 

\2V/X ^V d^ 2)/x ^' 

a». tt=a-4-77t=- jp:-i-— -, en jécrivant cette fonction 

\x* x^x ■ ^ 

comme il suit, 

^==a+6:r * — ex *+e:r"S 

l'application de la règle du n"* 13 donnera 

, ^bdx /icôx 7.edx 
'^«=-3 — -^-3 — ÏÏ-' 

X^ X* 

ce qui revient à dw = — - — j^rz-^ .u ;— . 

3". a= (a-^bx^Y; cette fonction ne peut être décomposée 
en monômes, sans un développement préalable, mais qui 
n'est pas nécessaire pour sa différentiation, parce qu'en fai- 
sant a-4-éjf =«, elle prend la forme monôme w = -s% et en 
y appliquant la règle des puissances (13), on trouve 

d « = nz'^^ djs = /i (a -i- bx^)"^^ d (a -f- bx'^) 

= /i (a + fcoT*)'^' X mbar-^ dx = mnbxT^^ dx [a + baf^Y'K 

15. Comme on a souvent besoin de différentier des radicaux 
du second degré, on a formé, pour ces fonctions, une règle à 
part qui résulte du calcul suivant: 

Soit 

Vr=.^fîiy d'où Vsrra^; 

il vient 

- I 7-1 - I '•T j du 

dc = -tt' dM = -M 'd«« = 



\s[u 
et, par conséquent, la différentielle d'un radical du second 
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degré s'obtient en divisant celle de la quantité qui se trouve 
sous le signe, par le double du radical. 

16. La règle donnée pour différentier les produits (i i), étant 
appliquée à la fonction 

u=x (a' -h ar*) ^a^ — j?', 
conduit à 



du = dj? [a^-^x^) sja^— x^-^x >Ja^—xKû ( a^-h ^) 

H- X [a^'hx^)di yja'—oc'. 

Les deux derniers termes de cette expression renferment des 
opérations qui ne sont qu'indiquées, mais qui s^effectuent suc*- 
cessivement, en observant que 

d (a'H- ^) = d [x^] = ix^x, 

A r% ; d(— a:*) — x^x 

2 V«' — x^ ^a* — X* 
et Ton trouve ensuite 

ûu= [(a'-H^') \la'—x^ H- ix^ ^â» — i» — ^^j^^^^ 1 d jr ; 
L V«* — ^^ J 

réduisant tous les termes au même dénominateur, on a enfin 

(a<-4-a*^ — ^x^)Ax 

da=:-^ — • 

va* — x^ 

La règle concernant la diffçrentiation des fractions, appli- 

quée à la fonction « = -r- — t—t: — :> donne immédiatement 
a* 4- a* j? M- ^ 

_ [a*+ a^x'^'^x') d (g*— or') — [a'— x' ] d (a^-4- a^x^-^x") 

d'où l'on tire 

— 2^ (20^4- 2 a' ^' — x^]&x 

d« = )— i r— ; rri — • 

[a^-^-a^x^'^x^Y 
Je V terminerai ces exemples par la fonction 



qui renferme plusieurs opérations algébriques à effectuer 
successivement. . Pour en faciliter la différentiation, on peut 
6«éd. I, 2 
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faire 

et Ton aura 

la règle du n"" 13 donnera 

d 1/ = I (fl — 7" H- 2)* "' d (a — 7 H- -z) 

on ixouv^a ensuite 



= » 



en substituant ces valeurs et celles de 7 et de z dans rexpresr- 
sion de Au^ il viendra 

, , 7.x ^x Vc^ '^^ , , 

d a = { ■ ' ■ ) d ^. 

• 



^^a-^y^W--Y 



Dm ds8!^rfiiitiatioii8 snccem^^a- 

17. Le coefficient différentiel étant une nouvelle fonction 
de X, peut être soumis à la dîfférentiation, et donner, par la li^ 
mite du rapport de son accroissement à celui de la variable x^ 
son propre coefficient différentiel, qui sera aussi une fonction 
de X. En faisant ainsi succéder des différentîations les unes 
aux autres, on déduit de la fonction proposée une suite de li- 
mites ou de coefficients différentiels, que Von distingue en 
ordres, d'après le nombre de différentîations qu'il a fallu effec- 
tuer pour les obtenir. 

Si Ton fait -r^ = /?, jp = ^t T^ = '"» etc.,/ représentera le 

coefficient différentiel du premier ordre de la fonction propo- 
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sée, q celui de la fonction /i, ou le coefficient du second ordre 
de la fonction proposée» r celai de la fonction q, ou le coeffi- 
cient du troisième ordre de la fonction proposée, etc. 

Il faut observer d'abord que les coefficients g, r, etc., se 
tirent des différentielles successives de dw, prises en y regar- 
dant l'accroissement àx comme une constante. En effet, les 
équations 

Aur dp dq 

donneront 

du^=^pdxy df=zqdx^ dç = rd^, etc.; 

maïs si Ton différentie pdx sans y faire varier dx^ on aura 
dpdxy expression qui devient qdx^ (*), lorsqu'on y met pour 
dp sa valeur qdx, et qu'il suffit de diviser par dx^ pour en tirer 
celle de q. Soient donc 

d(da) =dda = d'M, d{d=M) = d*a, etc., 

les symboles d^s différentielles successives de dw, prises en y 
regardant dx comme constant; et rappelons-nous toujours que 
l'exposant qui. affecte la caractéristique d, indique une opéra- 
tion répétée, et non pa$ une puissance de la lettre d, qui n'est 
jamais considérée comme une quantité, mais seulement comme 
un signe d'opération : nous aurons alors, au moyen des valeurs 
précédentes de dp^ d^, etc., les équations 

' du^=:pdx9 d^a=df>da;=çdjr:% 
d*tt = d5da:'=:rda?*, etc., 

desquelles nous tirerons 

du d*« d'« 

18. 8î la fonction proposée était, par exemple, ax", on trou- 
verait d.du?*î:;;/iajc^'d:r (14); les facteurs nd et dx étant 
regardés comme constants dans la différentielle première 
mix^^dx, il suffît, pour obtenir la différentielle seconde, de 

{*) l\ faut bien prendre garde que les expressions dor', dx*,. . ., sont équi- 
valentM k (da)% (d*)',..., et oon pas ^ d.x», d.or*,.... {Voyez la note 
page 13.) 

2. 
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différeniier J7»-' et de multiplier le résultai par /ta d^; mais 
û:sf-'*=(n — i)x^-*éx: on aura donc 

On trouvera d*une manière semblable, 

d*.aaf = n{n — i)(n — 2) a;r"-»d;r*, 

d*.ax'=n(n—i){n — 2){n — ^)cuxf-'*ûx*, 
etc., 

et les coefficients différentiels auront les valeurs suivantes : 
d.cuj^ 



dx 



nax^^ 



d'.ûur" , , 

d^* ^ ' 

——=n[n—i)[n — i)ax--\ 

''j^ = n[n—i)[n — i)[n — Z)ax^-\ 
etc. 

On remarquera sans peine que dans le cas où l'exposant n 
est un nombre entier positif, la fonction iw^ n'a qu'un nombre 
limité de différentielles dont la plus élevée est 

d*.a:r"=/i(/i — i) [n — 2). . ,i,adx^\ 

expression qui n'est plus susceptible de différentiation, puis- 
qu'elle ne contient plus 'de variables: on aura donc alors pour 
le dernier coefficient différeniiel, 

—— = n[n—i)[n — :t),..i,a, 

ic*esl-à-dire une quantité constante. 

19. Les différentiations manifestent dans les fonctions des 
propriétés qui en facilitent beaucoup le développement. Rien 
n'est plus aisé que de déduire dé ce qui précède un dévelop- 
pement de l'expression [x H- j)"; mais au lieu de nous arrêter 
à ce cas particulier, nous allons nous occuper d'une fonction 
quelconque du même binôme x-^y. Nous ferons d'abord re- 
marquer q\x' une fonction quelconque du binôme x-Hy donne 
le même coefficient différentiel, quelle que soit celle de^ deux 
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quantités x, y qu'on prenne pour variable. Si par exemple 
celte fonction est {x-\-xY* on trouve, dans Tun et l'autre 
cas, n {x-\-y)'^\ En général, si Ton fait x -H r = ^> ^^^^ «ne 
fonction quelconque f(^-f-j), elle devient î{x'), et l'on a 
df (a:')=:p<dd/, le coeHicient différentiel p' étant une fonc- 
tion de x' dans laquelle dx' n'entre pas, et qui demeure par 
conséquent la même, soit qu'on prenne dap' = d ar, en faisant 
varier x^ ou d a?' = d/, en faisant varier jr. 

20. Cela posé, si l'on fait 

f(^-hj) = L4-M/'-f.N/-hP75'+eic., 

L, M, N, P, etc., étant des fonctions inconnues de x, sans j, 
et a, p, 7, etc., des exposants indéterminés, il est d'abord évi- 
dent qu^aucun de ces exposants ne peut être négatif; car un 

terme de la forme M j"" ou — > par exemple, devenant infini 

lorsque / = o, rendrait infini le second membre de l'équation 
ci-dessus, tandis que le premier se réduirait à ((x); mais si 
les exposants sont tous positifs, on aura alors L = î[x). For- 
mant ensuite le coefficient difTérentiel du développement de 
f (x-h^), en prenant d'abord x pour variable, on trouvera 

dL dM ^ dN . dP ., , . 

éx ôx "^ dx^ dx-^ 

puis prenant r pour variable, au lieu de x^ on obtiendra le ré- 
sultat 

aM7^^'-^pN/-'-|-7Pj>~'-hetc., 

qui devra être identique avec le précédent, quel que soit j^, ce 
qui ne peut arriver sans que les exposants des puis^nces de y 
et leurs coefficients ne soient les mêmes dans l'un et dans 
l'autre. Or, si les exposants sont rangés par ordre de grandeur 
dans le premier, ils le seront dans le second : il faudra donc 
qu'on ait 

a — i = o, p — i = a, 7 — i = p, etc., 
d'où 

a = i, p==2, 7 = 3, etc.; 
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et la comparaison des coefQci^its donnera les équations 

^ dL ^ idM n 'dN . 

M = ;i— , ]V=-— -, p = -_-, etc., 
QX 2 ûx 3 d^ 

desquelles, en faisant 

i(x)=^u ei f(jr -h/) =?=«', 
on tirera 

L=:a, M = --T-, N = — -r—j P = 5x-,» etc., 

, I d^ 1.2 d^' 1.2.3 d^' 

, du r d'M r* d^a r» 

dx I do:' 1.2 d;r' 1,2.3 

Telle est la formule appelée Théorème de Taylor, du nom 
du géomètre anglais qui Ta découverte (*). 

âl. Ce théorème donne tout de suite le développement 
de [x-^jr)'; car, dans ce cas, 

_. da _ , d'à , , , 

u = x-, g^ = iia:— , ^^^n(n~i)x^\ etc., 

d'où Ton conclut , 

{x -h r)" = ^ -f- - a?"-'/ -h '*-'-'*-~^ x^-^y-* 



n In — i) (n — 2) . ^ 
4- _v LX^ 1 af^-yf ^^ etc. 



Les règles de la différentiation ayant. été établies ci-dessus, 
sans supposer le développement de la puissance n du binôme, 
on doit le regarder maintenant comme prouvé pour tous les cas 
où l'exposant n est entier ou fractionnaire, positif ou négatif. 



(*) La démonstration ci-dessus revient, pour le fond, à celle que Lagrange 
a dénuée dans les Vlètnoiret de VÂcaàémie de Berlin^ année 1772, page 187, et 
depuis, dans la Théorie des fonctions mnùlx tiqueté mais Vemplài des signes diffé- 
rentiels Tabrégd et la simplifie beaaootlp. 

Le théorème de Taylor étant devenu la base des applications du Calcul diffé- 
rentiel, on en a donné beaucoup de démonstrations; j'en ai rapporté plu- 
sieurs dans mon Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, in-4° * vqyez 
la deuxième édition, tome I, pages 160 et 377; tome Ul, pages 60, 896 et 
399 (note). 
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En mettant, par exemple, les expressions 
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)Ja?+x' 



y\,a?—x^Y 



sous la forme 



\{7 






on en obtient le déveLoppement, suivant le proeédé indiqué 
dans le n^ i44 des Éléments d*Algèbre; mais alors la formule 
ne se termine plus ; on tombe dans une série infinie, comme 
e^e cpieTon a fait remarquer dans le n* 236 de l'ouvrage cité. 

22. Si Ton fait x=o, et qu'on désigne par U, U', U'', U*', etc., 
les valeurs particulières que prennent 



du 

Ax 



A\u 



^^^ etc., 



dans cette supposition, qui change f(a; + /) en f{/}, il 
viendra 



i.Lr) 



: U -h U'^ -i- U^ ^ -h U*'-^ -f- etc.; 



1.2 



mais cette équation ayant lieu quel que soit /, on pourra 
écrire x au lieu de /, ce qui ne changera rien aux quan- 
tités U, U', U'', U*, etc., qui ne contiennent point cette lettre, 
et l'on aura alors la formule 

î[x] ou wrrU-i-U'ÎH-U*— 4-U-^^-Helc., 

^ ' I 1.2 1.2.3 ' 

qui exprimera le développement de f(:r) suivant les puis- 
sances ascendantes de x. 
En faisant uz=[a^ j?)", d'où il résulte d'abord 

Au , » . d*M , . . ' . 

— ^n[a^xY-\ _ = „(,!_,) (a H- ^)-., etc., 

valeurs que :r = o change en 

U = a% U' = wa»-', U" = n (/i — i) a— ^ etc., 
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on obtient encore . . 

(a^-^)"===a-^--a»-'^-»-2-^^-^=^a"-'^»-»-etc. (*). 

^ ' I 1.2 -^ ' 

23. Le théorème dç Taylor donne aussi le développement 
dti second état d'une fonction quelconque u = f {:p), lorsque ;r 
devient a?-+- A, puisqu'on changeant y en A, on a f (j7 + A), ou 

, dw A . d^M A* . d»w A* 

dar I dj?* 1.2 dar* 1.2. 3 

Jl suit de là que les divers coefficients différentiels ont en- 
core la propriété remarquable de former, lorqu'on les divise 
respectivement par les produits 

\y 1.2, 1.2.3, etc., 

les multiplicateurs des puissances de l'accroissement A, dans 



(*) Peacock a fait remarquer que le développemeot de'f(4r) rapporté ci- 
dessus , et faussement attribué au géomètre anglais Maclaurin , avait été donné 
dès 171 7 par son compatriote Stirling, dans ses Lïneœ tertii ordinis Newtoniana, 
Prop. ni. La manière dont Stirïing y parvient ne diffère de la suivante que 
par la notation. 

Soit 

« = A -h lia 4- C jc* H- D«" -i- E X* -+- etc., 

A, B, G, D, E, etc., étatit des coefficients constants et indéterminés; si Ton 
passe aux coefficients différentiels 

lî^ =B-»-aC*-+- 3D«* -h 4E«« H-etc, 
dx ^ 

d'il 

— = i.2C-^a.3Djf-i-3.4Ex« -+-etc., 

d'u 

T— , = i.2.3D-+-2.3.4E*-»-etc. 

etc., 

et qu'on y fasse x = o , ainsi que dans » , en désignant par U, U', U", U**, etc:„ 
les va]eurs que prennent alors celte fonction et ses coefficients différentiels, sous 
leur forme non développée, on aura 

Aa=TJ, B = -U', C = — U", D = -i--U^ etc., 

et, par conséquent, 

, ii=U-f-U'--f-U"— H-ir-^, -H etc. 
ï i.i 1.2.5 
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le développement complet de la différence 

du h d^u h' dUi A» ,^ ■ 

" -"= dj î-^d;ïî n-^ïï:? rirs ■^-^'"- ( )• 

Ce développement, lorsqu'on y change h en dx, devient (17) 

, du d*u d?u 
!«'— w = — -H 1 r + etc. , 

\ 1.2 1.2.3 

formule très-simple qui montre con^ment la différence de u^ 
correspondante à l'accroissement quelconque dxy se compose 
avec les différentielles des divers ordres, relatives au même 
accroissement. 

De la âiiférentiation des fûnctions transoendantes. 

24'. Les fonctions qui ne sont pas comprises dans Ténumé- 
cation faite au n<* ik se nomment transcendantes. La fonction 
exponentielle u=^a* est la plus simple de ce genre. Lorsqu'on 
y substitue x-'t-dx au lieu de jc, on trouve le rapport des 
accroissements 

dx ^ dx ' 

pour le développer suivant les puissances de dxy on fait 
a=i-h6, et il vient 

_^, I . i\A, dx - . dx {dx — i) ., 



> ' ^ ' 6» H- etc., 

I • 2 • <> 



puis 



?!l=l = * + l£ZIi 6» + (i£l=i)Ldfzz2) é,+ etc.; 
dx I 1.2 1.2.3 



(*) On voit dans cette expression deux signes différents , savoir dx et A, 
qui représentent des accroissemeots de x; mais il faut se rappeler que le pre- 
mier n'étant introduit dans le calcul que pour former les différentielles (8), et 
disparaissant par la division indiquée pour passer aux coefficients différentiels, 
reste toujours indéterminée; Taccroissement h, au contraire, désigne ici une 
quantité qui peut être déterminée lorsqu'on se propose de calculer le change- 
ment eiCectif que subit la fonction u pour un changement assigné à or. 

Rien ne s'oppose cependant à ce que Ton écrive dx au lieu de A ; mais alors 
les coefficients différentiels se changent dans les différentielles , comme un le 
voit plus loin. 
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et si Ton fait dar=»o, dans le second membre de cette équa- 
tion, il restera, pour la limite 

(b b'^b* \ 

Remettant pour b sa valeur a — 1, il en résultera (5) 

^= a- rî=l - (^=ilV i^' - etc.] ; 
ainsi, en prenant 

A- = ?Zli _ (£=î): 4- i^' _ etc., 

12 3 

on aura d . a* ss Ara* Ax. Telle est la forme de la différentielle de 
la fonction proposée ; et Ton trouvera bientôt une nouvelle 
expression du nombre constant k. 

2S* Il est visible que 

d\a*=Ardard.ii'=:fr»a'da?% 



A". a* =k^a'Aaf'; 

et il suit de là que 

Au , . d'tt ,,^ A^u . ^ , 
do? d^» d^ 

Lorsque x-=lo^ la fonction u çt ses cocflicients différentiels 
deviennent 

U = i, U'=A-, U" = /r% U'" = As etc.; 
on obtiendra donc (22 ] 

_ hx. h^x^ , A«^« . ^ 

a*= iH 1 1 ^ -4- etc. 

I 1.2 1.2 3 

26« Le développement de la fonction a*, trouvé ci-dessus, 
servira pour reconnaître de quelle quantité la série représentée 
par k tire son origine. 

Si Ton suppose •^ = t> îl viendra 

^/ =:: I -f- - 4- — -H ^ -h Ole; 

I 1.2 I . 2 . C) 
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et en désignant; par e la valeur du second membre^ dont les 
douze premiers termes convertis en décimales donnent 

e = 2,7182818, 
on aura Téquatron 

I 
«* = €, d'où Ton tirera a = c*; 

prenant alors le logarithme de cbaque membre, on obtiendra 

]ai^k\e et fr = T-- 
le 

On aura donc par là 

d.a»= Ara'd:p=:r-û*dar (*)* 
le ^ ' 

27. Le nombre e se présente souvent dans les recherches 
analytiques; on le prend pour base d*un système logarithmique, 
que j'ai' appelé Népérieriy du nom de Néper, inventeur des loga- 
rithmes^ et que je repré^nte par la caractéristique V [**)\ on 

{*) Élégant et simple, le procédé Buiyi ci-dessus pour parvenir à ce résultat, 
et employé par Lagrange, a para d|^fectueax à quelques géomètres, à cause que 
la série trouvée d'abord pour A (d4) ti*est convergente que quand a diffère peu 
dé Tunité. Mais outre que ce premier développement ne sert qu*à obtenir la 
forme de la différentielle cberchée , on peut toujours partir d'une mponcntiellff 
dont la base soit très-voisine de Tunité; il ne faut, pour cela, que changer 

I !.. 

a* en a"* . Posant alors a"* = a', imx= x', on aura ii«=:a'*'; en donnant 

à m une valeur suffisamment grande, on pourra rendre yfâ, ou a', aussi peu 
différent de l'unité qu*on le voudra , et Ton en conclura 

d.a«=; d.a'*'= T- «''' dx'j 
\e 

\a la 

nmls ï</:si — 9 dar'ss: thàx\ donc d.ii*t= .— <jr*djr, quel que soit a» 
m le 

(**) Ces logarithme» étaient connus sous le» noms fort impropres de loga^ 
rlthmes naturels ou hyperboliques. Ils ne sont pas tout à fait identiques avec 
ceux que Néper a calculés en premier lieu, mais ils n'en diffèrent que par l'ordro 

X 

de leur succession. Ils résulteraient de Téquation -r = <? ^> A étant looooooo 

.Ces logarithmes sont décroissants et négatifs, le log A est séro. ( Vores dans le 
Journal das Savants, i835, i®*" semestre, ou dans la Connaissance des Temps pour 
i838, additions, page 3, un Mémoire de M. Biot sur ce sujet. 
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a alors V e^i, el il vient 

d.a'=a^dxA' a, 

a'=i-h— — ^H ^ — ^H ^ — ^^H-elc. 25) 

I 1.2 1.2.3 ^ ' 

Si l'on faisait a = e,on aurait seulement 

.e'=:H--4 1 5 -4- etc., . . 

1 1.2 1.2.3 

expression où il n'entre plus de logarithmes. 

Si Ton prend a pour base d'un système de logarithmes, alors 
l a = I , ^ r= 1 M, et, par conséquent, 

.1 Iw I f\uy I /\uY 

" = !-+--, — H i- ) H ô-li- 1 -H etc., 

I 1« 1.2 \\ej i,2;3 \\ej 

série qui fait connaître le nombre u par son logarithme, et qui 
finit toujours par être convergente. 

En effet, si l'on pose, pour abréger, =— = M, deux termes 

1 € 

consécutifs, pris dans un rang quelconque, étant représentés par 

1.2.3. ../t 1.2.3. . /i(n-4-i)' 

M 

seront dans le rapport de i à — — -, mais le nombre n augmen- 
tant avec celui des termes de la série, finira toujours par Teni- 
porter sur M, qui ne change point de valeur, et ces termes de- 
viendront de plus en plus décroissants. 

28. On peut obtenir maintenant la différentielle de la fonc- 
tion logarithmique, au moyen du second théorème du n** 9, car 

ayant trouvé — = p a*, lorsqu'on regarde u comme fonction 

de X, dans l'équation u = a*, il s'ensuit que -r— = p • — ? lors- 
qu'on regarde X comme fonction de m, ce qui répond à l'équa- 
tion ar = p ; mais alors a étant la base du système, la = i, et 

Ton a seulement 

dx \e le 
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d'où il résulte 

d\u 1« , -, , dw 
-r— '=— et Q\u=\e — • 
Qu u a 

Pour passer du système dont la base serait e à celui dont la 
base serait a [Algèbre^ 25o), en désignant ces systèmes parles 
caractéristiques 1' et 1, on aurait 

\u = \e,V u; 

et comme l'on compare tous les systèmes de logarithmes au 
système népérien, on appelle module le nombre le, par lequel 
il faut multiplier V u^ pour obtenir le logarithme correspondant 
dans un autre système: on dit en conséquence que la diffé- 
reniielle du logarithme, ou la différentielle logarithmique, est 
égale au produit du module, par la différentielle du nombre, 
divisée par le nombre même (*). 

39. Si l'on voulait passer de là au développement de x en u, 
ou du logarithme, suivant les puissances du nombre, on trou- 
verait que les quantités 

dx d^x 
Xy T — > j-T» etc., 
du du^ 

deviennent infinies par la supposition de u := o, et l'on en con- 
clurait que le logarithme ne saurait se développer dans la forme 

ar = A + B w -h Ca»-h Da»4- etc. 

C'est aussi ce qu'il est facile de reconnaître à priori, en ob- 
servant que la fonction x devient intinie lorsque m = o 
(Algèbre, aSi), ce qui ne résulte pas de la série ci-dessus, qui 
se réduit alors à Ar=: A. 
Il n'en serait pas de même si l'on changeait a en i+i^; car 



(*) Borda et quelques autres géomètres prennent pour module Tinverse — ; 

ils posent lu =?: tjl V u; alors, quand i» = a/Onai = r=r<i; d*où M =. l'a, et 

ensuite 1 u = 77— 
la 
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on aurait 

* = '(•-*-«)' ^ = ÏT1Ï = '*(•+«)"'. 

^ = — !«(,+ «)-», _^=2le(i+K)-», etc.; 
faisant alors u = o et le = M, on obtiendrait 

l(.+ «) = M^«_-+^-^ + g— etc.] n. 

30. La série du second membre n'est assez convei^enfte 
(algèbre, a36) pour être employée au calcul des logarithmes, 
que lorsque u est une firaction; mais on a trouvé des moyens 
de la transformer en d'autres qui s'appliquent, avec plus- ou 
moins d'avantage, aux différents cas. On » observé d'abord 
qu'en changeant •+- m en — i/, il venait 

l(i_e.) = M^-..---^-^— g--etc.j, 

et en retranchant cette équation de la précédente, on a trouvé 

1{,+ „)_1 (,_„) = ! (i±|)=aM(f -4- l^ + j' + etc); 



la 



(") On aura remarqaé sans doute que Téqualion A = t- du n^Se, jointe 
à Vezpression du tfi 24 , 

conduit à 

et, en faisant a=i-i- u, on retombe sur le développement obtenu ci-dessus. 
Laofrange a montré qu'on pouvait rendre cette série convergente en observant 

que la ^ ml ^a, d'où 

, f'î'^-, (7.^,)' (t;;-,)' , 1 

la =mle 1 ^ Xi i--h i-2— _ L etc. U 

parce que yja — i décroît pins rapidement que m n'augmente. \\ suit de 1& 
qu'en prenant m très-grand, on aura de plus en plus exactement, 
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faisant ensuite = i-4- - > ce qui donne u = , et 

I — u n ^ 2n^z 



observant que 1 1 i-H-j =l(-- j =l(ii-f-z) — l/i, il en 

est résulté 



d*où Ton a conclu 

^ ' Lan-h^ 3\2/i-f-z/ S\in-\-z/ J 

Cette série, qui fait connaître le logarithme de n-^z, lors- 
qu'on 9 celui de n, donne, en y supposant n = i et 2 = i , 

puisque 1 1 = o. Elle est déjà très-convergente et le devient en- 
core plus pour un nombre plus grand. Si l'on prend M = i, on 
trouve 1' 2 = 0,698147 180. 

Le module M s'obtient en calculant le logarithme d'un même 
nombre dans le système qu'on veut adopter, et dans le système 
népérien, et en prenant le rapport des deux résultats (28). On 
arrive assez promptement au module des logarithmes ordi- 
naires, en calculant d'abord le logarithme népérien de 5 par 
celui de 4» qu'on déduit de celui de 2, puisque \^x=»\2; puis 
connaissant T 5 §t F 2, on a l' i o = 1' 5 -f- 1' 2. On trouve ainsi 

r I o = 2,3o2585o93 ; 

et divisant par ce dernier logarithme l'unité , qui est le loga- 
rithme ordinaire de 10, on a, pour le module cherché, 

M =;: o,43429448:>» 

Tel est le nombre par lequel il faut multiplier les logarithmes 
népériens pour obtenir les logarithmes ordinaires (ou deBrlggs)*, 
Réciproquement, pour revenir aux logarithmes népériens, il 
faut diviser les logarithmes ordinaires par ç;e nombre, ou les 
multiplier par 

^-p^i^;jp^=^ 2,302585093. 
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31. Je vais donaer quelques exemples de l>pplication ^es 
règles de la différentiation des fonctions logarithmiques; mais 
pour plus de simplicité, je supposerai dorénavant que les loga- 
rithmes sont népériens, à moins que je n'avertisse expressé- 
ment du contraire. 

Soit !•. K = 1 1 , ' I ; en faisant . = z, on aura 

, dw dadz... j, > , dz . d« ^ ic^q\ 



niais 


r^t^f 






dj:t/^'_i j-' ^ a**^ 






__ y/a^-^a:^^ 


a}àx 




a'+x' 


S5 


j j 


a'dx 





doncd<« 






ce qui donnera 



mais on a 



j dj: dx — d:i; / / / * 

dr= , = T...:.= = — -(Vi-h^ — v^i— ^) 

zdx 



dz==- 

2 



a v^i — X* 

dx dx dx 



\t*A, uu; uu^ / / / \ 

/ H . = — (Vi4-^-f- yi— ^) . 

Vi+^ 2^1 — X 2\/i — :r' 

Xdx 



2v/i — ^' 

d'où Ton tire 

dy dz zdx ydx — [y^-{-z^)dx^ 

X ^ 2j^v^i — x^ o.zsji — x^ ^yzsji — x'^ 
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et en observant que/» -4-^5* =4> 7-8 = 20:, 00 trouvera enfln 

x^i — a?? 

Cet exemple est remarquable par les réductions qu'éprouve 

la différentielle, et par sa simplicité, eu égard à la fonction 

dont eHe dérive ; il sera facile maintenant d'effectuer le calcul 

des exemples suivants, dont je ne rapporterai que les résultats. 

Ax 



3». tt = l(ar-h^H-a?0, dM = 



yji-JfX^ 



4». u = -tL= l(x sf^ ■+- sli—x^\ Au — -:JLi i 
V — i yi — x* 



5«. « = l( ^+^ V> 



- dx 

dw = - 



Si l'on avait u = (1^)", en faisant Ix = «, on trouverait 
u=:z', da = iiz"~*d^; 
et remettant au lieu de 2 et de d^ leurs valeurs, il viendrait 

d.{l^)-=ii(Ia?)-^^. 

Soit enfin « = 1.1^, c'est-aKiire le logarithme du logarithme 
de x; posant, comme ci-dessus, \x=:z, on aura d'abprd 

1 j dz , , - d^ 
u = \Zé da = — y dz = d.lar = — » 
z X 

dx 
d'où Ton déduira ensuite da = — r— • 

xix 

32. La considération des logarithmes facilite beaucoup la 
différemiation des formules exponentielles, lorsqu'elles sont 
compliquées. 

i^. Soit, par exemple, u=:2zr, z eiy étant deux fonctions 
quelconques de ar; en prenant le logarithme de chaque mem- 
bre, on aura lie =7!^, et différentiant ensuite, on obtiendra 



^=djU+jd.U=:djU-^J^ (11,28), 



et delà 



du = u fdjU-jh^ — J5 d,zJ^=zr(djrlz-{'X — )• 



6«éd. I. 
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, 2". Soit a = a^l on fera 6'= j% et Ton aura 

uz=^aT^ dM = a^djla (27); 

mais d j = d . 6*= 6* d^ 1 i : donc 

di/ = a^6*d^l«li. 

3<». Soit u^=^z^f Zf t ei s étant des fonctions de jt; on fera 
^=^; il viendra 

et par conséquent 

j ,i.. /j i.i «d^z d2\ 
dw^iJ'^/Md^lflzH h — ]• 

Au moyen de ces formules, on trouvera facilement la différen- 
tielle d'une fonction exponentielle quelconque. 

33. Les sinusy les cosinus, les tangentes et les autres lignes 
trigonométriqueSy considérées par rapport i Tare de cercle dont 
elles dépendent, sont aussi des fonctions, transcendantes; on 
les nomme assez ordinairement ybnc/io/w circulaires. 

Cherchons d'abord la différentielle de s\nx\ pour cela pre- 
nons les équations 

. , ,, sinâcos6 + sin6cosa 
sm(«-hfc) = g T 

. , ,» sînacosfr — sinfrcosa /«» . x 
sm(a — 6) = g [Trig. Il), 

et retranchons la seconde de la première, pour obtenir 

, t , u\ ' f L\ asinftcosa 
sm[a-^-b) — s\n[a — b)= g j 

"au moyen de quoi nous trouverons 

* , , ^ K , 2sinïda;cos(x-+-7d:F) 
sm [x 4- ^x) — sinar = î- ^-^ ? — ^ , 

en faisant 

a-|-é = x-|-dar et a — 6 = ar. 

Passant ensuite au rapport des accroissements de x et de 
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sinx, nous aurons 

sin(x-4-(i[j?) — sinx 2 sin| do? cos (x-^jdx) ' 

sin^dj: cos(3? +-yd j?) 

"~ idx R ' 

en divisant par 2 ié numérateur et le dénominateur du second 
membre. Pour passer à la limite, il faut chercher ce que de- 
viennent les deux facteurs lorsque Taccroissementd a? s'éva- 
nouit (8)9 circonstance qui réduit d'abord le second facteur à 

COSJ? 

R * 

Quant au premier, — ^-J — 5 sa limite est l'unité; car de 

j" %ix 

Rsina ^^.,, . sina cosa . . ^ 

tangiz= î on déduit = —5—: et puisque cosû=R, 

^ cosa tango R ' "^ ^ 

lorsque a = o, le rapport entre le sinus et la tangente a donc 
l'unité pour limite, quand l'arc s'évanouit; or, l'arc étant moin- 
dre que la tangente, et plus grand que le sinus, le rapport 

sera toujours compris entre r et i, et aura par conséquent 

aussi I pour limite. 
On aura donc, en vertu de ces remarques, 

d.sino: cosa? ^ . . djrcosx 

et d.sma: = - 



dar "" R R 

34. Cette différentielle obtenue, les autres s'en déduisent 
sans peine ; car 

I^ cosa? = sin(i«' — x), d,cosj7 = d.sin(i« — jf): mais, par 
ce qui précède, 

d.sin{i^— x) = ^d(i^— j:)cos(i*— x)=— gdxcos(i»— a?), 

eicos(iï — j?) = sinj:; donc 

. àjv sinar 

a . cos j: = — • -^-77— ~" 7 

a*», sin . verseur = R — cos jf : donc 

. . , j darsino? 

d. sin. verse ar = — d. cos a; = — g — ; 
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Rsin^ 
'' cosj: 

Rcosjrd.sin^r — Rsin^d.cos^ 
d.tangx = ^3^^ r 



(*2)' 



(cosar'-f- sinar') dx 

"*" COS4 

raais cos:c*-»-sinj:'=R' : donc 

R^dar 

R' 

4". cola: = : > 

langa: 

d.colJ?— langar* "" tangue' cos^* sinor*' 

en mettant pour tang:r sa valeur; 
6«. secx = » 

COSO: 

, , _ RM.cos^ _ Rdarsinjr _ djrtang^sécir 
cos:f* cosj:* R' 

Rsin^ , R* , 

puisque = tango: et = sécjr ; 

^« , R' 

6«. cosecj;=-: — > 
smo; 

- , RM.sin^ Rd^cos^ drcoto?cosécj: 

smo;' sinj^ R* 

Dans l'usage ordinaire on fait le rayon R = i, ce qui simpli- 
fie les formules ci-dessus, et donne 

d.sin^ = do;coso?, d.coso7= — darsin^, 

d.tango7= -j d.cola; = : — •• 

° coso:* smo:' 

35. Avec ces formules, 6n peut trouver la différentielle de 
toute expression renfermant des sinus, cosinus, tangentes, etc.; 
il faudra pour cela différentier en regardant ces quantités comme 
des fonctions particulières, et mettre, au lieu de leurs différen- 
tielles, les résultats ci-dessus : je n'en donnerai qu'un seul 
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exemple» savoir, « = cosx»»"*. On fera 

cosa? = z, sinj?=j^; 
on aura a = z^ et 

=dj;cos:c»*"' (cosjtI.cosj: ) 

V cosxj 

36. Après avoir traité les shius, cosinus, etc.» comme des 

fonctions de Tare, il convient de regarder Tare successivement 

comme une fonction de son sinus, de son cosinus, etc., et 

d*én déterminer la différentielle sous ces divers points de vue. 

Pour cela, soit x la fonction proposée et u la variable dont cette 

fonction dépend : i<». à cs^ise de sinx^=u et cosor = ^R» — u*, 

,,* • . . . djTCOSx . . dx^R' — a' 
lequation d.sinjr = — <onne dw = — ^-^ , et, 

par conséquent, dar="-= (9) : telle est la valeur de la 

, ^K^ — a* 

différentielle de l'arc exprimée par le sinus et par sa diffé- 
rentielle. 

2**. Si l'on voulait exprimer la différentielle de l'arc par son 
cosinus, il faudrait partir de l'équation 

d^sino; 
d.cosâ? = g — > 

qui donne, en faisant cos j; = u , 



darv^R»— M» , , Rdie 

da = ^ et dj: = , 

Pour passer de là au sinus verse, on ferait w = R — j, 
puisque cosx = R — sin. verse or; on aurait, par consé- 
quent, ûu = — dr et dx=Z'r= •^ 

R'dx 
3®. Soit tangj7 = 2£; l'équation d.tangâ;=: -j donne 

. R'dj: , . dwcos^c* . , R^ 

da = ; et ix = — =- — : mais comme séc j? = — -> 

cos x^ R» ' cos X 

on a cos ar* = -^ — -y par conséquent d^ = -; — ;5 et, à cause 
sec X sec x 
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que séc x'^ = R'.-i- lang :«?*== R» + m», il vient enfin 



d^== 



R^H-tt» 



En faisant R = i, les trois expressions de d^c obtenues ci- 
dessus en d{f se réduisent à 

- dw - dw . da 

dj?=i:-7===r» d^ = , » d;r = — ; :• 

Je terminerai icet article pat l'exemple sut\rant. 

Soit j; un arc ayant pour sinus la fonction aw ^\ — w'; on 

fera 

àw/i — i?==z; 
on aura 

mais 

et 
dpnc 



, dz 

d:F = 



^1 — 2»' • 
"~ ^i — a' 



2dtf 



d^ = ' 



37. Oh peut, par le moyen des expressions différentielles 
obtenues précédemment, former les développements des prin- 
cipales fonctions circulaires. 

!•. Pour sin^, on a 

dw d*a . d^M d*w 

-j- =cos^, 3—: — — smir,-T— : = — cos^, T— T = smj;, etc.; 

dj? ' Ax^ d^3 dj?* 

faisant ^ ?= o, il viendra, par le n*» 22, U = cet 

U'=i, U"=:o, U^= — I, lJ''"=o, etc., 

d'où Ton conclura 

X x^ x^ 

a'*. On trouvera pour cos x 
du , d^u d^u dUi __ ^ 

do: ' d^* dx' d^^* 
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faisant a: = o, il en résultera U = i et 

U' = o, U''= — I, U*'=o, U"^=i, etc., 
ce qui donnera 

X* X* 

cos x = i i 5-7 — etc. 

1.2 1.2.3.4 

Ces deux formules, dont la loi est très-évidente et très- 
simple, offrent une des méthodes les plus exactes et les plus 
expéditives pour calculer le sinus et le cosinus correspondant 
à un arc donnée surtout lorsque cet arc n'est pas tr^s^^nd. 
On en trouvera d'analogues pour la tangente et les autres 
lignes trigonométriques ; mais la loi de ces dernières formules 
n'est pas aussi simple que celles des précédentes, et elles 
sont beaucoup moins commodes dans l'application que les 
relations qui donnent la tangente, la sécante, etc., parle moyeo 
du sinus et du cosinus : c'est pourquoi je ne m'y arrêterai pas; 
mais je ferai remarquer que les premières, finissant toujours 
par devenir convergentes (27), s'étendent aux 9rcs surpassant 
même la circonférence. 

38. On pourrait former de même le développement de Tare, 
soit par le sinus, soit par la tangente; mais, dans ce cas, l'ex- 
pression des coefficients différentiels, se compliquant à mesure 
que leur ordre s'élève, laisserait difficilement apercevoir la 
loi qu'ils suivent) inconvénient que n'a pas le procédé ci- 
dessous. 

Le coefficient différentiel de l'arc considéré comme fonction 
du sinus étant 

on peut le développer en série par la formule du binôme (21) ; 
et, en ne faisant aucune réduction aux coefficients numé- 
riques, on trouvé 

Ax I , 1.3 , 1.3.5 . 

T— =i-H-a»H 7 M* H 7--^ «• -H etc. 

du 2 2.4 2.4.0 

Ce développement, ne contenant que des puissances paires 
de u, montre que celui de x n'en doit contenir que d'impaires; 
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et il faut poser en conséquence 

^ = Àm -4- Ba» -I- C«*+ Dit' -h etc., 

sans terme indépendant de u, afin que l'arc x s'évanouisse 
quand le = q ; cela fait, en différentiant, on obtient 

x^ = A-i-3BM'-|-5CM*-i-7DM*-|-etc., 
a a 

cft, comparant à la première séi*ie> on trouve 

1.3 ^ 






d'où 

u I M' 1.3 M* 1.3.5 w' ^ ' 
I 2 3 2.4 5 2.4.0 7 

Comme on ne peut pas prendre m >> 1 , on voit que la série 
ci-dessus ne saurait donner pour x une valeur plus grande 
que le quart de la circonférence ; cette expression de l'arc par 
son sinus est donc moins générale que celles du sinus et du 
cosinus par Tare. 

Pour exprimer l'arc par la tangente 9 il faut développer 
d'abord 

ce qui donne 

d-p 

T— = I — a^-h a* — K*-h etc; 

et, posant, 

JF = Aa -i- Bit» 4- Ca* -i- Dm' 4- etc., 

d'où il résulte 

j^=A-+-3Btt»H-5Ci*<-h7DM«-i-etc., 



il vient 



x-^z 5--4--F- h etc. 

1007 



Ce dernier développement donne une expression remar- 
quable de Tare o7,&, dont la tangente est, comme Ton sait, 
é^le à i; en effet, si Ton suppose <£ = i, il vient 

0^5 = 1 — H-i — |4-i_ etc. 
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Celle série esl ipop peu convergenle pour être employée ; 
mais on peul calculer le même arc en plusieurs panies, donl 
chacune, ayani une langenle plus pelile que l'unité, sera ex- 
primée par une série irès-convergenie. Le géomèlre anglais 
Machin a trouvé que l'arc de o9,5 esl égal à quaire fois celui 
qui a pour tangente |, moins l'arc donl la langenle est jj^ff ce 
donl il esl aisé de s'assurer en observant que si lang a == j, il 
en résulte ( Trig. , 27 ) 

. 2tanga 5 

tang 2a = - — —2 — . = — , 
*^ .1 — tang a' 12 

. 2iang2a 120 

tang 4a = 7--^ r- = 

° 1 — (lang 2a)' 119 

Le dernier nombre, un peu plus fort que Tunité, tangente 
de o9yS, montre que ^a^o^^S. Faisapl donc 

4^ = A» 0^,5 = 8, 

on a, pour la différence 4^ — o^»S ou A — B, 

/A i>\ tang A — langB i 
^°8(^-») = . + ungAtangB = ^> 

el, posani A — B = 6, il vient o^,5:;=4a — 6. 

Or, en prenanl successivement a = ^> m=:-^» on trouve 

lejà valeurs de a et de 6, et ensuite 



. 4 

o»,5== 






5 3.5»^ 5.5* 7.5' 
I I 



-H^-r-ô-r.— etc. 



.239 3(239)«"^5(239)* 

d'où l'on déduira promptemenl que la demi-circonférence 
= 3,141592653. 

De la diiSérentiation des fonctions de denx ou d'un plus grand 
nombre de variables. 

39. Soit î(x,y) une fonction quelconque de x et de y; en 
supposant d'abord que la variable x change seule et devienne 
a: H- A, il faudra regarder y comme une constante, et traiter la 
fonction proposée de même qu'une fonction de a: seul: on 
aura donc par le théorème du n^ 23, en Msânl, pour abréger. 
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^[^^ r) = w-, ' 

^ •^^ da: I dj:*i.2 d^» 1.2.3 

Pour trouver ce qne devient la fonction proposée, lorsque x 
seul prend un accroissement k, on regarderait x comme une 
constante, et î(x,jr), on u, comme une fonction de^seal; par 
là on aurait 

^ "^ ' d j I djM.2 dj* 1.2.3 

Dans le cas où les quantités xq\, y varient en même temps 

et deviennent ^-f- A et j-h A*, comme on n'a assigné aucune 

forme particulière à la fonction f (j:, j), il n'est pas possible 

d'y faire à la fois les deux substitutions indiquées; mais il est 

aisé de voir qu'on parviendra au même résultat en changeant 

d'aborder en a: -H A, et mettant ensuite j^-i- A pour/, dans le 

développement qu'on aura obtenu par la première opération. 

On a déjà 

./ . , du h d'u h' d'u h* .■ 

«représentant f(^, j). Pour développer les coefficients des 
différents termes de cette série, en ayant égard au changement 
arrivé à 7", j'observerai d'abord que dans chacun d'eux, x doit 
être regardé comme une quantité constante, et qu'on doit les 
traiter par conséquent comme des fonctions de la seule variabte 
r- D'après cela, f (j:, j), ou w, deviendra 
du k d'M A' d^u h^ 



^y ^ (1^2 1.2 dj' 1.2.3 



etc. 



Si, dans ce développement, on écrit j- ? au lieu de m, on aura 

\xX 

pour résultat ce que devient la fonction -r- j lorsque j se change 

dx 

en / -f- A ; c'est-à-dire. 



du 



\dx) k \dx) A» , \dx) 



dx djr I dy 1.2 dj* 1.2 3 



-h etc. 



d 



m 



où, par — T — ^? on entend qu'il faut différenlier par rapport 
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aux 7 qu'elle contient, la fonction j—j et diviser ensuite le.ré- 

sullat par dy. On voit aiùsi qu'à partir de a, il y a deux diffé- 
rentialions faites successivement, la première, en ayant égard 
à la variabilité de x seule, et la seconde en ne considérant que 
celle de jr. On donne à cette expression une forme plus simple 

d' M \ dx ) 

en récrivant ainsi : . . > On représente de même ^ , ^ 
ûyûx '^ dy* 

Ai fg d""^* Il 

par , . ', et en général, il faut entendre par , ^ ,_^ ^ le 

d^d^ . dj*d^* 

d"* u 
coefficient différentiel de l'ordre n, déduit de la fonction t-— • 

en n'y supposant que x variable, tandis que cette fonction est 
elle-même le coefQcient différentiel de l'ordre m de la fonction 
proposée, en n'y supposant que x vaiiable. 
Cela posé, la substitution de j -h A" au lieu de j changera 

du du d'u k d'u k' d*u h^ . ^ 

j- en -7- *f- -7-— i h ^-"TT h ;r-T-i 5 -h etc., 

dx Ax dj'dic I dy^dxi.2. dy^dxi.OL.^ 

d^u dUi d^u k d'u k^ d'u * j__ , p^ 
dx^^^ ^x^'^ dy^x' i "^d/»d^' i .2 "^dj-'dx' i.;2.3 "^ " 

d'tf d^u d'u k d'u k' d'u k' 

dx* dx^ d^d^M d/'dajM-a dj^d^M.2,3 '** 

etc. 

En substituant ces valeurs dans le développement de 
■t(x + h,y), et en ordonnant de manière que tous les termes 
dans lesquels les CTcposants de A et de Ar foût une même somme, 
soient placés dans une même colonne, il viendra 

-, . ,, dui d'M /f» d'n k^ \ 

V '^ * j jj^j d^ 1,2 dj* 1.2.3 

duh d'u kh ^ d^u k^ h ^ .^^ 



d^ I djrdx i I dj'd^i.2i 
d]Mjl^ dUi k II" 

dx^ 1.2 djdj::*! 1.2 
d^u h 



etc. 
etc. 
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Pour bien entendre ce que signifie cette formule, il suf- 
fit de faire 11 = j;:"/*, et d'en déduire le développement de 
{x -H /i)" (y-h A-)", qu'il est aisé de former à priori. 

&0. On a obtenu le développement précédent en mettant 
d'abord ^ -i- A au lieu de x, et ensuite jr+kau lieu de x; mais 
on aurait pu procéder dans un ordre inverse, et commencer 
par la substitution relative à jr, alors f (x^ y) serait devenue 

t[x,x^k), 

ou 

. dwA- . d'u k* A*u h . ^ 

M-f-:i h-T-r Ht:t— x + etc. 

d/ I d^' 1.2 d/» 1.2.3 

La substitution de ^ + A» au lieu de x, dans cette série, au- 
rait d'abord changé 

. Au h d'à h} . d>a A» . ^ 

''^'^''-^-dïr+srPTiJ^d^TTO-^^^^- 

et ensuite 

Au Au A*u h A^u A» A*u A* 

dj^ dj d^djT d^'dj 1.2 dar'dj 1.2.3 ' 

Ë!? d'tf d»tt A d^K A' d'ie A» 
d;^^ en d/»"*" d^ d/» T "^ dr' d/» 1 . 2 "^ d jr«d/» 1 .2. 3 "^ ®^^'* 
d»w d'il d^M A d*tf A» d^'i/ A» 

3p®"37^"^'dxd^7"*"da?'d/»i.2'^d^d7» 1.2.3'^ ®^'* 
etc.; 

on aurait eu par conséquent 

€(^^k ^îA . daA . d»a A» , A^u A» . ^ 

. dwA- A^u hk A*u A» fr , 
dj^ I d^dj I I da;*dj^ 1.2 i ' 

d'K A-' d'M ^ ^' . 

"*"d^ 1.2 "^dxd^i i.2"^®^^* 
. d»a A-» . ^ 
d/» 1,2.3 

-i- etc. 

II est évident que ce second développement doit être iden- 
tique avec le premier; car il est indifférent de changer d'abord 
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jcetï x-hhex ensuite y en y -h k, ou de faire les mêmes sub- 
stitutions dUins un ordre inverse, puisque d'une manière.ou de 
l'autre on obtient également f(:F-f- A, y-^k). 

Si Ton compare, dans ces deux développements, les termes 
qui sont affectés des mêmes puissances de h et de A*, on trou- 
vera cette suite d'équations, 

dydx d^dj^' 

dydx^ dx^dy^ 

d* Il d^u 

d^dj7 dard/*' 



dy*dx^ d^dj* 
etc. 

Il résulte de la première, que le coefficient différentiel dit 
second ordre d'une fonction de deux variables, pris en diffé- 
rentiant par rapport à l'une d'elles et ensuite par rapport à 
l'autre, reste le même, quel que soit l'ordre qu'on ait suivi dans 
les différentiations. 

Soit, par exemple, M=:a?*/»; si l'on différentie d'abord en 

regardant x comme seule variable, oni a ;p- = /na:"-»j^; diffé- 

rentiant ensuite ce résultat, en ne faisant varier que y y on 

d'w 
obtient -j — -j— = mnx^^ y*^^ : en opérant dans un ordre inverse, 

on trouve 

du d^u 

et l'on voit que le dernier résuftat est le même dans les deux 
cas. Les autres équations rapportées ci-dessus ne sont que des 
conséquences de la première* 

M. En retranchant f (^, y)y ou w, de f ( j? -h A, / 4- **), ran- 
geant sur une même ligne les termes compris dans chaque 
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eolonne, et l^s réduisant au même dénominateur, on trouve 

+ _i_ (^ A'+ =. -,^« A/r + ^ ;^' U etc. 
1.1 \dx' . d^dj d/* / 

Ici, au lieu d'un terme dans chaque ordre, comme lorsque! 
s'agit des fonctions d'une seule variable (23) , il y en a deux 
pour le premier ordre, trois pour le second, et ainsi de suite; 
et si Ton change A en d^, A* en dj, les terme» du premier 
ordre formeront Texpressîon 

dw , . d«e , 
d^ dy '^ 

composée de deux parties, savoir, t— dx, ou la différentielle 

prise en regardant x comme seule variable, et-p dj, ou la 

différentielle prise en regardant x comme seule variable. La 
somme de ces différentielles est nommée différentielle totale, 
et se représente simplement par df [x^ y*) ou da, en sorte que 

df(^,r)=tda==j^d4? + ^d7- 

Elle s'obtiendra au moyen des règles données (10 et suiv.) 
pour les fonctions d'une seule variable. Dans le cas présent 
on différentiera la fonction proposée, d'abord par rapport à 
.V une des variables, et ensuite par rapport à l'autre; la somme 
des deux résultats sera la différentielle totale cherchée, 

4-2. Je ne crois pas quMl soit nécessaire de donner beaucoup 
d'exemples relatifs à la différentiation des fonctions de deux 
variables, puisqu'elle rentre dans celle des fonctions qui n'en 
contiennent qu'une : je me bornerai donc aux suivants. 

On vcHt sur-l€H^hamp, d'après k règle ci-de$su$, que 

d [x-^rX) == d;r H- d^, 

3 X éx xûy Y dx — xAy 
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Soit encore i". M = jc'"r"; on a 

du, ' 

donc { 

2\ a = . . = ax (^*-f-7*)"'; on a î 

dw- ar^djT 
d^ = ^ 5, 

donc 

du = *^' j H ^^—i ^ — ^j 

(x'-hfV (^'+r)* i^-^y'? 

eXf en réduisant, 

. — axyidx-^ oj^ dy ^ 

y. a = arc ( tang = - ) » expression qui est celle'd'an arc de 

X 

cercle dont le rayon est i, et la tangente - ; pour la différen- 

tier, on fera -=z, d'où il résultera w = arc (tang=tjy), et ' 

dz 
di/ = -, (36) ; puis mettant au lieu de z et de dz leur valeur^ 

on trouvera 

ydx — xdy 
^^^ f ^ ràx-x dy 

43. La manière dont on écrit les différentielles des fonctions 
qui dépendent de plusieurs variables donne lieu à des remar- 
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ques importantes. Il ne faut pas confondre alors v- da: avec 

du, comme on pourrait le faire si u ne renfermait que la seule 

du 
variable ^y parce qu'ici le die de l'expression -r- ne désigne 

pas la différentielle totale de la fonction u, mais seulement la 
partie que produit la variation de x [kl); et comme c'est le divi- 
seur dx qui marque cette restriction (39), il faut le conserver 

du 
pour distinguer j- di: de la différentielle totale représentée 

simplement par du : il en est de même de -p d^, par rapport 

J . , du du d^^'M 

Les quantités ^ 9 j->"*» ^ ' ^^ sont appelées souvent 

différences partielles; mais ce langage n'est pas exact, car les 
formules qu'on désigne ainsi n'expriment point la différence 
entre deux quantités. 
Les vraies différences partielles de u sont d'abord 

f(ar + A,r) — f(:r,^), 

f(^,r+*-)— ^(^>r)> 

la première étant prise en n'ayant égard qu'au changement de 
Xy et la seconde en ne supposant que celui de y* L^s expres- 
sions 

du , du j du , du . 

-r— A, nr- «*> ou -7- dXf -j— dr, 
dj7 d^ ' d^ . d^ -^^ 

qui ne sont que les premiers termes des développements de ces 
différences, doivent être nommées différentielles partielles (5) ; 

— y j- resteront toujours les coefficients différentiels du pre- 
mier ordre de la fonction proposée, et en général 



dx^dy* 

sera, dans l'ordre /li+n, le coefficient différentiel pris en diffé- * 
rentiant m fois par rapport kx,etn fois par rapport à^; mais 
il faut remarquer qu'une fonction d'une seule variable n'a dans 
chaque ordre qu'un coefQcient différentiel (17), tandis qu'une 
fonction de deux variables « deux coefficients différentiels 
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pour le premier ordre^trois pour le second, quatre pour le troi« 
sième^ et ainsi de suite. 

44. Voici comment on peut trouver ces divers coefficients, 

en partant des deux premiers. 

On a d'abord 

, dw , ■ da , 
di« = V- d^ -h j— dr; 

prenant alors la différentielle totale des coefficients -^ et ~j 

*Ax Ay 

qui doivent être traités comme des fonctions de deux variables, 

et d J7y djr étant des constantes, il vient 

.Au d'il - d'g< , 

.dM ^ d'à , . d*M . 
Ay AxAy Ay* ^ 

Désignant ensuite par A^u la différentielle totale de Au, on 
aura 

.,^ . . dii . - .. dw 
A^UrrzAxA^ — J-d/d -p> 

d'où 

d*a= -3—- Ax* -f- 2 T — T— di:d r-h -5—. d y*, 
djT» AxAy -^ dj» -^ ' 

' en observant que les coefficients différentiels dont les déno^ 
minateurs ne présentent que les divers arrangements d'un 
même produit en Ax et Ay^ sont identiques (M). 

Si l'on différentie les coefficients différentiels qui se trouvent 
dans le résultat précédent , il viendra 

, d' a d* a , d» m ^ 

d^» d^ AyAx* •'' 

AxAy^^ Ax^Ay AyAxAy •'* 

-d*w d'il j . d»M , 
d/' dj^dj» Ay^ -^^ 

ety par conséquent, 

6« éd. I. * 4 
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On continuera fticilement cette formation^ et* l'on remarquera 
sans doute l'analogie des résultats avec les puissances du bi- 
nôme. 

Il faut observer que, d'après la notation précédente, la série 
du n^ ki rentre dans celle du n<* 23, lorsqu'on substitue dx à 
h, eidyHc; en sorte que si Ton désigne f{x + Ax,x-\- dy) 
par u', on a encore 

, dw . d*M . d»a . '^ 
u'-^ u = 5 -h etc., 

formulé tout auiuii^nérale que celle du n^M, puisque les 
accroissements dx et d^* sont également arbitraires. 

45. Il est aisé d'étendre ces . considérations aux fonctions 
d'un nombre quelconque' de variables, et de s'assurer que si 

l'on a 

• urazî{t,Xyy,z), 

il en résulte 

i(t-^g,X'^h,y'^ky Z'Jfl) — i[t,x,y,z] 
__ du _ . dw 1 ^ dK , . dw 

d'où l'on conclura 



aa . UM . , uw f . ua . . ^ 



, du ,^ du . . dw , Au , 
dw= V7 d/-H:r- dx+i— dr-i- :=— d^, 
. d' dx dy ^ dz 

en désignant fer 

du du du du 
dt dx dy dz 

les coefficients différentiels de la fonciion a, prli eo y laisant 
varier seulement t, ou Xt ou y, ou ^. 

Cette notation, due à Fontaine, est la ptos simple et la plus 
expressive de toutes celles qu'on a proposées pour remplir les 
mêmes indications. Eul^r, dans la erainte que l'f^ii ne confonde, 

par exemple, le coeftictent différenliel ^ avec le rapport de 

la différentielle totale du à la différentielle d/, exprimé par 

dt^ ^^ , du . \ du . . da . 

■ ' -^ dt • 
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désigne ce rapport par -rj» tandis qîi'il indique le coefficient 

différentiel par ( jr )* Le sens du discours rend presque tou- 
jours cette distinction superflue; Fontaine d'ailleurs avait 
pourvu au cas où elle était absolument nécessaire, en propo- 
sant d'écrire le rapport ainsi : -r> du; et comme ce rapport est 

employé plus rarement que le coefRcient différentiel, il avait 
affecté à ce dernier le signe le plus simple, ce qui est conforme 
à la théorie de toutes les nomenclatures, et précisément le 
contraire de ce qu'a fait Euler. 

46. Les résultats du Calcul différentiel devant toujours être 
indépendants des accroissements des variables, le rapport 

^dtf Be saurait avoir un sens déterminé, qu'autant que les 

variables jt, j, z sont, au moins implicitement, des fonctions 
dé /; et alors Au exprime la différentielle d'une fonction com- 
posée d'un nombre quelconque d'autres fonctions de la même 
variable. En effet, si l'on suppose que les variables Xy y, z 
dépendent de la variable t, et que Ton substitue aux accroisse- 
ments gf. A, Ar, /, des expressions de la forme 

d^ pAtf qit, rit, 

l'ensemble des termes qui ne contiendront ût qu'à la première 
puissance, se composera de ceux où les accroissements g, A, 
A*, / ne passent pas cette puissance, et ne se multiplient pas 
entre eux: on aura donc encore 

j dw ., . du ,^ du .^ , du ,^ 

ce qui revient à 

. du.^ du . , dw , , dw ,^ 

en remplaçant pdt, qdt, rdt^ par les différentielles d«, dy, 
dZy que ces quantités expriment. 

Ainsi la différentielle d'une fonction renfermant un nombre 
quelconque d'autres fonctions d'unç seule variable, est la 

4. 
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somme des différentielles partielles relatives à chacune de ces 
fonctions. 

La règle du n** 11 n'est qu'un cas particulier de cet énoncé; 
car si l'on prend u = txyz, il donnera 

àu = xfzdt-{'tyzdx'{'txzdy-^txxdz. 

De même, quand u = zy, on a 

et, par conséquent, 

dtr=::jz?'~*d-3-|-z^djl2 = -s'' (d^I-s-H*^- — ) 

47. Je dirai ici très-peu de chose sur la manière de réduire 
en séries les fonctions de deux variables, parce qu'il arrive 
le plus souvent qu'on ne les développe que par rapport à Tune 
de3 variables, en supposant à l'autre une valeur constante, et 
qu'alors ces fonctions doivent être traitées de même que celles 
d'une seule variable. Je me bornerai à faire voir que la formule 
du n** 41 s'emploie à développer les fonctions de deux varia- 
bles, comme celle du n" 20 s'applique aux fonctions qui n'en 
renferment qu'une (22). 

Si l'on fait ^ = o, j= o, dans la formule du n® 41, c'est-à- 
dire dans u et dans chacun de ses coefRcients différentiels, 
elle donnera le développement de f ( A, A*), ordonné suivant les 
puissances des quantités A et A*; mais on pourra écrire «r au 
lieu de A, et ^ au lieu de k, et il en résultera 

f / \ . ï /dw . dw \ 

"^73 \d^ ^ "^^ d^d^^"^-^^ d7^j 
-H etc., 

en observant de faire ^ et j nuls, tant dans u que dans les 
expressions qu'on obtiendra pour chacun des coefficients dif- 
férentiels (*). 



(*) On pourrait encore arriver au déTeloppement de f (t,7) par la dilTé- 
reuHation , ainsi qu'on est parvenu à celui de f (;r) , dans la note de la paçe 24 ', 
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Dé l'a différentiation des équations quelconques à deux variables. 

48. Jusqu'ici je n'ai différentié que des équations séparées, 
c'est-à-dire dans lesquelles la variable se trouvait seule dans un 
membre, et la fonction dans l'autre : telles sont les équations 
de la forme Y = X, Y étant une fonction de ^, et X une fonc- 
tion de x; mais lé plus grand nombre des équations que Ton 
rencontre dans les recherches analytiques ne se présente pas 
ainsi : la variable et la fonction y sont souvent mêlées ou com- 
binées entre elles. 

Lorsqu'on a une équation quelconque f [x, j*) = o, entre x 
eiy, son effet est de déterminer x V^^ .^y ou x pai*j^, en sorte 
que l'une de ces quantités est fonction de l'autre; et si l'on 
change j? en a? 4- A, et 7 en j -f- Ar, il faut ericore que Ton ait 

f(a;-f-A, 7-hA-) = o, 
d'où 

équation qui, parle n*» il, se développe dans la forme 



1.2 \dj?' dardj dj» } 



= 0, 



+ etc., 
u représentant f ( j?, y). 



car si l'on snppoM 

» = A -+- B X -f- Cr -h Dx* -f. E JT •♦- Fr • -h etc. , 

les lettres A, B, C, etc., désignant iies quantités indépendantes dex etder» 

et qu'on différentié cette équation par rapport à x et par rapport à y plusieurs 

ibis de suite, de- manière à former les expressions des coefficients différentiels 

dtt d« d*u d*tt d*it 

Tx\ 37' d?' dldj' d?' •"*•• 

on annt, en éffAxaX à *éro x et y, après les dilTérentUtions, 

55 = *' 57 = *^' 

*l^ = ,.,D;/f = ...E. ^ = ,.,F.etc. 
dx« ' dxdr dj'* 

ia valeur de A se trouvera en cherchant eclle de la ionction « lorsque x et^ 
sont nuls. 
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Cela posé, chercher le coeificiem différentiel de j^, c'est 
chercher la limite du rapport? (5); or, si dans Téquation ci- 
dessus, on fait k = çr A, tous ses termes deviennent divisibles 
par h ; et lorsqu'on pose ensuite A ==? 6, pour passer à la limite 
demandée. Il ne reste plus que 

du . d<r 
dar d^ 

dv 
où o doit être remplacé par sa limite -^ : on aura donc 

Au ^ du dv dû . dtt , 

Le dernier résultat, se confondant avec )a différentielle totale 
de la fonction w ( M) , montre que pour trouver le coefficient dif- 
férentiel du premier ordre d'une fonction y, donnée par une 
équation u =o, entre deux variables x eiy^ il faut différentier 
le premier membre de cette équation, comme si, les variables 
étaient indépendantes l'une de l'autre, égaler ensuite à zéro le 

dy 
résultat, et prehdre la valeur de -t^» 

Cela fait, si Ton observe que la valeur de -r^> que je repré- 
senterai par p, ne contenant que x et j, est, en vertu de l'é- 
quation 1^ = o, une fonction de x seul, Ofi en conclura que p 
doit changer quand on fait varier x, et prendre un accroisse- 
ment que je désignerai par /; mais alors on petit regarder le 
premier membrede Féquation 

du Au 

comme une fonction de x, y et p, égalée à zéro^ qui doit tou- 
jours rester nulle; et si on la représente par u', on aura, par la 
formule du n^ &5, 

dx Ajr • dp > = o. 

4- etc. / 

Or, tous les termes de cette expression deviendront divisibles 
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par A, si Ton y fait k = ah, / = p A ; et ceux qui ne sont pas 
écrits, contenant les quantités h, k exl^k des puissances plus 
élevées que la première, s'évanouiront lorsqu'on fera A = o, 
pour passer à la limita où l'on doit remplacer 

dr , dp 

oparg^ et P par j£: 



il ne restera donc que 



dk*^ dV d^^ dw[ d^ 



dx ^^ dx dx ' dp dx ' 
ce qui revient à 

da' . . du' - . du' . 

et se confond avec la différentielle totale de la fonction u'. 
Ainsi, pour former téquation qui exprime la relation entre le 
coefficient différentiel du premier ordre et celui du second, il 
faut différentier l'équation qui détermine le premier de ces 
coefficients, en le regardant lui-même comme une nouvelle 
variable, puif diviser le résultat par dx. 

Faisant ensuite -^ z=q, Téquation qu'on vient d'obtenir 

pourra être considérée comme une fonction u" de x,x, p etq, 
égalée à zéro, et doniiera une équation équivalente à du^= o, 
qui déterminera le coefQcient différentiel r de la fonction q, 
c'est-à-dire le coefficient différentiel du troisième ordre dey, 
par les précédents. 

On voit par là que les équations qui expriment les relations 
des coefficients différentiels d^une fonction donnée par une 
équation entre deux variables, se déduisent les unes des- autres, 
par des différentiations successives, en traitant chacun de ces 
coefjfieientê comme une nouvelle variable. 

(•9. L'exemple suivant édaîrcira tout ee qui précède. 
Soit l'équation 

la fonction u est ici /• — 2 mxy -4- x^ — a' : si on la dîfférentie, 
en y faisant varier x et y, et qu'on égale le résultat à zéro, on 
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trouvera 

zydjr — <2mxdx — ^mjrdx-k^^xdx^^^o, 

(i) ^d^ — mxdy — mydx-i-xdx^^Oy 

en supprimant le facteur commun 2; et Ton en tirera 

d^ mx — x 

dx^ jr — mx 

■ Pour avoir -t^> en ,r seul, il faudra substituer dans cette ex- 
d^ 

pression la valeur de y, qui, dans Téquation proposée, est 

y = mx dSz Va' — a?' -4- m* a:' ; 

et il viendra 

•«^ 

dy — x-i-m^x^im ^a" — x^-^ nùx^ 

dx'^ ±:^à}—x^-\-m}x^ 

_, — x + rn^x 
== m ±: -;====== » 

résultat semblable à celui qu'on déduirait immédiatement de 
l'expression 

jr =^ mx ± sja} — j?'-h /n*a?% 

obtenue en résolvant l'équation proposée. 

Maintenant, si Ton fâit-r^=p, d'où il résulte dy=^pdxy 

l'équation (1) se change en 

[y — mx)p — /nj-|-^ = o; . 

et si on la différentie de nouveau, en considérant que y eX p 
sont dés fonctions de x^ on arrive à 

[y—mx] dp -hp [dy — mdx) — mdy-hdx = oj 

mettant ensuite pdx pour dj, qdx pour dy, et réduisant, il 
vient 

équation qui donne la relation que le coefficient différentiel 
du second ordre q doit avoir avec celui du premier ordre p, et 
avec les variables x et y. 
En continuant de différentier de la même manière, on for- 
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meraît l'équation de laquelle dépend le coefBcient différentiel 
du troisième ordre, et ainsi de suite. 

50. 3i dans réquation 

dr 
on remplace p et q par leurs symboles différentiels j^» 

U J7 

d'r 

j^ (17), elle devient 

. V d*r dr* . dr . 

et chassant le dénominateur, on obtient 

(2) (/•-^mo:) d*j^-|-d/*— 2md^dj-|-d^*=o, 

résultat que l'on tirerait immédiatement de l'équation (i), en y 

faisant varier ûy aussi bien que y et x. 

En général, faire varier les quantités p, q, etc., comme des 

fonctions de .r, c'est prendre les différentielles des expressions 

d y* d' y* 
équivalentes ;t^>;t-^> différentielles qui sont respectivemeat 

d' y* d* y* 
représentées par -p^> -p^> etc., c'est enfln regarder les quan- 
tités dx* ^'^' ^^^*9 comme des fonctions de x. 

L'équation (i) est la différentielle première de la proposée; 
l'équation (2) en est la différentielle geconde, Qtc.; eXi d'après 
la remarque ci-dessus, les différentielles d'une équation p&iiii*- 
impropos/ée se déduisent les unes des autres par la différentia- 
tion, en regardant y, rfy, rf'y, etc., comme des fonctions de x, 
ce qui rentre dans la règle du n*» 46. 

On passe aux équations qui donnent les coefficients différen- 
tiels, en observant que ces coefficients sont représentés par 

àr d'r 

ou en faisant 

dy=pdx, d*j=:ydj:% etc, 

Par ces dernières substitutions, les différentielles disparais- 
sent, et il ne reste dans les résultats que les fonctions/», ^, etc., 
absolument indépendantes de la valeur de Taccroîssement dx. 



-> 



58 TRAITÉ âLimUTTAIRB 

51. L'équation proposée 

étant du second degré, donne pour y deux valeurs, par le 
moyen desquelles Téquation 

(i) (jr — mx)Ajr — {my — x)dx=^o, 

d'où Ton tire 

d^ mjr — x 

dx y — mx 

donne aussi pour le coefQcient différentiel ^j deux valeurs 

correspondantes à celles de la fonction /• 

Si, au lieu de résoudre l'équation proposée, pour en tirer la 
valeur de 7, on éliminait cette variable, au moyen de l'i^quation 
diiTérentielle (i), on aurait d'abord, en vertu de celles, 

xlmAy — dx) ^ 

" '^ dy — mdx ^ 

substituant dans la première, il viendrait, après les rédactions; 
(jc* — û'-^ mP3^)dj^ — [nmx* — 2 ma* — 2 n^x*) dxdy 
-+- [x* — TU' x^ — a? m? ) dx^=^ o 

Cette dernière étant résolue par rapport è d/, donnerait les 
mêmes résultats que ceux qu'on obtient en difiCérentiant les 
valeurs de y (49); et après l'avoir divisée par Ax^, on en tire- 
rmt immédiatement celtes du ooelOcient différentiel. On aurait 
alors 

-h x* — m?a:' — êL^ m*z=z ; 

et en dégageant la seconde puissanee -da eoeffieîent difféten- 

dr* 

tiel, exprimée par g^> on arriverait a 

d r* dr x^ — m} x* — a' m* 

dx^ dx x' — a' — m^x^ 

52. Il est facile d'appliquer ce qui précède à des exemples 
plnscwnp Kq pa é o, et dans lesquels les variables montent à un 
degré pbis éievé. Soit eneore l'équation 
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la différentiation donnera 

. 37»djr — Sordj^ — 3aydj?4-3a?Mj7 = o, 

ou, en supprimant le facteur commun 3, 

(i) y*ày-^{ix^y — oyd^-h^daîxso, 

et, par conséquent, 

dy ay — x^ 

i.x y^ — ax 

La fonction yy dans cet exemple, étant donnée par une équa- 
tion du troisième degré, doit avoir trois valeurs; et en les sub- 
stituant successivement dans l'expression de -p- 9 on obtien<^ra 

un pareil nombre de valeurs pour le coefficient différentiel. On 
voit en général que ce coefficient aura toujours un nombre de 
valeurs égal à celui dont la fonction y est susceptible dans l'é- 
quation proposée; il en sera de même à l'égard de la différen- 
tielle. 
Si l'on éliminait^ entre les deux équations 

jr».^ 3 oxy -4- a;» = o, 
(i] y^Ay — CLxAy — ayAx -h j:r*dx = o, 

on aurait pour résultat une équation du troisième degré par 
rapport à d/, et qui renfermerait les trois valeurs dont cette 

différentielle est susceptible. 

dy* 
Ayant trouvé l'expression de à.y ou celle de t^» oi^ par- 

viendra à celles de d»^ ^t de t-^^j en différentiant par rapport 

ViX 

à d j, à / et à âT, suivant la règle établie n"* 50, l'équation (i], 
différentielle première de la proposée. En opérant ainsi et ré- 
duisant, oa aura 

/*d'/— tfw?d*/-|- î^/d/*^ a ad^ dj^-H 2 ;rd,r»== o, 

ou bien 

(2) (j^: — oar) d'^-h lyAy^ — 2ad^d^-|-2:rdj:'=o;^ 

voilà la différentielle seconde de l'équalîon proposée* Si on la 
combine avec la différentielle première, on pourra éliminer dj^, 
et le résultat donnera l'expression de d'7 en ^, d:r, et/: on 
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chassera, si Ton veut, la fonction j au moyen deFéquation pro- 
posée. 
' En divisant l'équation (2) par dx\ elle prend la forme 

V d*r dr* ûr 

ô.*y d V 
et ne renferme plus queles coefficients différentiels -— et —^ 

Mettant au lieu de -r^ sa valeur ^^~^ > tirée de (i), il viendra 
Ax y^ — ax ^ 

et en réduisam au même dénominateur, 
d*r 

mais la quantité 

^xy* — &ax*y^-\-:ix^x 

n'est autre chose que 

2 xy {/• — 3 axy -|- x^) : 

elle est donc nulle en vertu de l'équation proposée, et par con- 
séquent on a 

d*r 

(/»— o^)* j^ 4- 2 a» :ry = o, 

d'où 

d* j 2,<fxjr 

do:* (y^ — eux;)* 

En différentiant l'équation (2) par rapport à d* j, dj, j et ;r, 

on formera la différentielle troisième de l'équation proposée, 

et l'on en tirera la valeur de d*j^, lorsqu'on aura éliminé A^y 

et dj à l'aide des équations (i) et (2] ; divisant le résultat par 

d'y 
d^r^, on aura l'expression du coefficient -r~* En continuant 

ainsi^ Ton parviendra aux coefûcients différentiels ultérieurs. 

53. La remarque du n^ 7, sur les constantes qui disparaissent 
par la différentiation des fonctions, s'applique également aux 
équations. Si l'on avait, par exemple, /•= o^ 4- ft, la différen- 
tielle 2/dj = adar, étant indépendante de b, appartiendrait à 
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chacune ties équations particulières qui résultent àe la propo- 
sée, en donnant à b toutes les valeurs possibles. 

Mais on peut aussi parvenir, dans le cas actuel, à une équa- 
tion indépendante de a, quoique la différentiation n'ait point 
fait disparaître cette constante ; il suffît pour cela d'éliminer « 
entre les deux équations 

et 4'on trouvera 

Quoique cette dernièl'e équation ne soit pas la différenfielle 

immédiate de la proposée, elle en dérive cependant de manière 

qu'étant divisée par dx^ elle exprime la relation qui doitexis- 

ûr 
ter entre la variable x, la fonction y et le coefiiciem ^p- » quel 

\1X 

que 3oit a. 

Si la constante qu'on élimine n'est pas au premier degré dans 
l'équation proposée, le résultat qu'on obtfent renferme des 
puissances de dy et de dx supérieures à la première : je pren- 
drai pour exemple 

/■ — !iajr-i-x*:=a*» 

En différentianty on trouvera 

ydx — adjr'hxdxs=io, 
d'où 

^- 37 ' 

et substituant dans la proposée, il viendra, après avoir ordonné 
par rapport à d^ et divisé par d;t% 

Telle est la relation qui doit exister entre la variable x, la fonc- 
tion j^ et son coefficient différentiel -p^> indépendammeni d'aur 

cune valeur particulière de la constante a. 
En résolvant réquation 
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par rappon à a, on en aurait tiré 



et a étant alors dégagé des variables a: et y, la difCérentiation 
seule le fait disparaître : on aurait trouvé 

En faisant évanouir le radical, on s'assurera que cette équation 
est la même que celle qui résulte de réliminationl 

54. On peut faire ëisparatlre autant de constantes qn'on vou- 
érvt, en différentiant un nombre de fois égal à celui de ces con- 
stantes* 8oit | 

on aura d'abord 

yAyz=: — mxdx; ! 

djflërentiani de nouveau, on trouvera 

substituant pour m sa valeur — "^--p-? tirée de Téquation pré- | 

çédente, et divisant par d^% il viendra 
d'r dr* dr 

résultat indépeiidant des constantes m et a. 

55. La difCérentiation, combinée avec Télimination, fournit 
le moyen de faire disparaître les exposants. Soit par exemple 

P etQ étant des fonctions quelconques de ^ et de 7; en prenant 
la différentielle de cette équation, il viendra 

nP»-*dP = dQ, ou /iP-dP^PdQ, 

en multipliant les deux membres par P; et si Ton met pour P" 
:sa valeur, on obtiendra 

nQdJP3;=PdQ, 

équation dans laquelle la quantité P est délivrée de l'expo- 
sant n. 
On parvient au même résultat, en prenant le logarithme de 
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chaque membre de l'équation proposée; on a succe^Hvenent 

et, par conséquent, 

nOdP = PdQ. 

Cette remarque sert à développer, suivant les puissances de 
X, la fonction 

(a -h fcx -4- cx^+ rfar"+ ex* -4- etc.)", 
quel que soit l'exposant n. On pose pour cela 

{a-h bx -^ cx^ -^ dx* -h ex* -h etc.)" 
= A -h Bar -h Cx'-^Dx^-h Ex<4- etc.; 
en passant aux logarithmes, il vient 

nl(a-|- bx -h cx*+ dx^+ ex* + etc.) 

= 1 ( A + Bot -h C^»H- Dar»-|- E^* 4- etc.) ; 

difiérentiant ensuite, on obtient 

n (6 H" a car -t- 3 dx^-h 4 gJ?*-hetc.) Ax 
a 4- ft-a: -H ex* + cte» -h e** -h etc. 
_ \B-^-:tCx + 3 l>x*-h 4 Eg*-4- etc.) dx ^ 
■" A^Bx + Cx*-hiyx^-i^Bx*-heXc. ' 

supprimant le facteur commun dx, faisant disparaître les déno- 
minateurs, développant et ordonnant, par rapport aux puis* 
sances de x, on a Téquation 

-h n6Bx+aiicB^+3iK/B^-f-etc. 

-I- n*Ga?»-+-2ncC;e + etc. 

+ nb J}x*+ etc. j . 

l 
aB+ aaCx-i- 3aDrr'4- 4^E^+etc. 

-♦- 6B;r4- 2 6 Car' + 3&Dar»-|-etC. 

H- cB«r*+ acCor'-^etc. 

H- dB«» + etc. 

a 

qui doit être identique quelque valeur qu'ait x; il faut donc 
que les coefficients de chacune des puissances de cette quan- 
tité soient les mânoes dans les deux membres : de là résultent 



64 TRAITÉ ÉLÉlfBNTAIRB 

les équations 

nbk^=. cB, 
nncK-i- nbB = 2aC-hbB, 
3 /m/A H-2;icB + nftC = 3 aD + 26C -h cB, 
etc., 

dont on tirera les valeurs des coefficients B, C, D, etc. 

Le coefficient A semble demeurer indéterminé, mais on en 
trouve la valeur en faisant x = o, dans Téquation 

(a -H 6^ -f- etc.)"= A -h B^ H- etc., 

qui, par cette hypothèse, se réduit à 

a»=Ar 

Substituant cette expression dans les équations précédentes, 
on en conclut 

B = 2û— 6, 
I 

C = /Ki— c^-2i^^a»-"»6% 
i.a 

i#i 1,2.3 ' 

etc., 

d'où • 

(a -h 6x H- c^»+ {ir»+ etc.)" 

= a"+ - a»-'6^ -f- 1 na^' c + ^{^~^) a^*bn x\ 

|_ I • I 1 .2.0 j 

+ etc, 

56. On peut faire disparaître aussi les transcendantes d'une 
équation, en la combinant avec ses différentielles. L'une des 
plus simples de ces fonctions est 

1 (a -Hbx -h ca:»-H iir*+ etc.) ; 

si l'on représente son développement par ' 

A + B ^ 4- Car* 4- D;r^-h etc.. 
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et ()u-on prenne la différentielle de l'équation 

K^a-^bx-h ex* -h da^ -h etc.) = A + B^ -h C^ -h D^-f-etc, 

on trouvera 

6 + 2 ggr -+- 3 d x^-h etc. n.^r ^ ai\ » . . 

a + 6^4-c^>+rf^+etc. =""^^^^'^^^^'-^"^^'> 

et Ton déterminera les coefficients A, B, C, D, etc., comme à 
Tordinaire. 
Soit encore pour exemple 

sin [a-^bx-k-cx^-h dx*^ etc») 
= A H- Bar 4- C^» -h Dx»4- Ea7*+ etc.; 

en faisant, pour abréger, 

a + 6ar H- cx^ -H dx^ -+• etc. = m, 

A -h B X -H Cor' 4- Dar» H- etc. = j, 

il en résultera ^=sinM; et en différentiant. Il viendra 
d^sdiicosK. On pourrait éliminer cosu au moyen de sa 
valeur ^i — sin a*, qui donne cosa = ^i — 7% et Ton aurait 
alors d7= dw ^i — jr^; mais il resterait encore à foire dispa-- 
rattre le radical. 

Pour éviter cet inconvénient, on différentiera une se- 
conde fois réquation dj==diecosa, en se rappelant que 
u est une fonction de x, aussi bien que Xf ^^ î^ viendra 
d'j^=:d'ttCostt — d a' sin a; mettant pour sin a et cosu leurs 

valeurs r et-r^» on aura 
•^ au 

d* j = jT-A^u — X *"^. o" *" ^*X — ^X ^^^ -4- jrdM*= o. 

U ne s'agit plus maintenant que de substituer à j, d j, d' j, 
dw, A*û, dii', leurs valeurs; or 

r = A 4- Ba? H- Ca:*+ Dar»-!- etc, 

donne 

dj=(B-|-2C:r+ 3 D^H- etc.) dx, 

Ay= (^C-h2.3Da:-|-etc.)d^*; 

et pour ne pas m'éngager dans de trop longs calculs, je ré- 

6«éd« I. 5 
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duirai la fonction proposée à s\n(a-hbx-hcjs^)f en faisant 
d, e, etc. = o : dans ce cas particulier, 

du = (b'h^cx)dx^ 

da»= (6»4-66»cj:-+-i2 6c^x»4-8c»a:») d^e. 

Au moyen de ces valeurs , Téquation 

dud^y — d/'d'aH- jda'=o, 

devient divisible par d^; et en l'ordonnant par rapport à ^, 
elle prend la forme suivante: 

2ftC-f- 6 6D^-f- i2 6E:r»-hetc. 

H-fr*A H-Gô'c'Aor + iaftc'A^'-hetc.l 

-+- fe» Bd: -h 6 b'cBx'-i- etc. ' "" ^' 
-h ft*C:»»+etc. 
— 2cÇ — 4<^C;r'r^ 6cna;*-^etc. 

En égalant à zéro les coefficients de chaque puissance de x^ on 
obtiendra les équations qui déterminent C^^ D, B, etc,; mai» 
ppur A M 9> ii &u( reqoDiriir aux équations 

j''=sinM et dy= Au cosu. 

Lorsque x = o, il vient 

«=^a^ X^K i^^bdx9 dy^Ji^xi 

et il résulte de ces valeuts, 

A = sina^ B = bcMa. 

57. Le calcul différentiel, dont nous n'avons encore ii^it usa^e 
que pour le développement des fonctions, peut aussi ^re utile 
dans la résolutioi^ des équations algébriques; mais ici nous 
nous bornerons à montrer comment la remarque du n^ 18 con- 
duit à la détermination des racines égales. 

Soit V = o, une équation ayant un nombre n de racines éga- 
les à a; son premier membre Y sera nécessairement de la 
forme 

\=X(x — a)% 

X contenant les facteurs inégaux; el si Von.diCferwUe, en 
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cominençant par le facteur [x — a)*, on trouvera 

dx ^ ' ax * ' ' 

d'V , ,^, . , dX, . . d»X, .. 

— ==n(/i— i)X{^ — a)«-«-f.2/ig-^(j; — û)-»H-^— (j;— a)% 

etc., 

ce qui suffit pour faire voir que le facteur x — a demeurera 
commun à tous les termes des coefficients différentids de V» 
tant que l'exposant de leur ordre sera <C n. Ces coefficients 
s'évanouiront donc jusqu'à l'ordre n exclusivement, quand on 
y fera a? = a; et les équations 

w, dV d«V d— V 

aui*ant Heu en même temps» au moyen d'un diviseur commun: 

pour la première et la seconde > ce diviseur sera (de — a)"^». 

dV 
On reconnstoa sans peine que les équations -r— ==0, 

d*V 

^— = Oy etc. y sont précisément celles que l'on a désignées par 

A =^ Oy fi = 09 etc., dans le n** 2o5 des Éléments d^ Algèbre. 

Ces considérations s'appliqueront aîsémeût au cas où la pro- 
posée renfermera plusieurs espèces de racines égales, c'ost-a- 
dîr^^ âefa de la forme 

X(a?— .a)"(jr — 6)^=0; 

car en différentiant le premier membre, suivant la règle du 
n^ 11, on trouvera 

nX [x — aY^ [x^hy^pX (x^aY{x~by-' \ 

-^^[^-aYix^by j' 

quantité qui s'évanouit aussi lorsqu'on fait ^ ::= a ou :r = 6, 
et dont le (Htiseur commun avec le premier membre de l'é- 
quation proposée, est évidemment 

{x — aY'-'[x — hy-K 

On peut opérer de même , quel que soit le nombre des 
facteurs (x — «)•, (x — b)p/[x — e)», etc., et Ton trouvera 

5. 



68 THAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

dV 
toujours que le diviseur commun aux fonctions V, -p- ? doit 

contenir les facteurs égaux élevés chacun à une puissance 
moindre d'une unité, que dans l'équation proposée V = o. 

Application du Calcul différentiel à la théorie des courbes. 

58« Les considérations géométriques prouvent d'une manière 
bien évidente que le rapport des accroissements d'une fonc- 
tion et de sa variable est en général susceptible de limite^ 

Toute fonction d'une seule variable peut être représentée 
par l'ordonnée d'une courbe dont cette variable est l'abscisse 
(Trig,,86) ; et le rapport de l'ordonnée de la courbe avec la sous- 
tangente correspond au coefficient différentiel de la fonction* 
En effet> si, dans une courbe quelconque CD [fig. i), on mène» 
par deux points M et M', une sécante MM' prolongée jus*qu'à 
ce qu'elle rencontre en S l'axe des abscisses AB, et par le pre- 
mier point une tangente MT ; qu'on tire les deux ordonnées 
PM, P'M' et la droite MQ, parallèle à AB, les triangles sembla- 
bles M'QM et MPS montreront que les rapports -^^ et p^- 

sont toujours égaux. Mais si l'on conçoit que le point M' se rap- 
proche sans cesse du point M, le point S se rapprochera aussi 
du pointT : la ligne PS tendra donc à devenir égale à la sous-tan- 
gente PT ; le rapport -p^ s'approchera de même du rapport rg= 

qu'il aura pour limite , et qui sera par conséquent aussi celle 
du rapport des accroissements MQ et M' Q, que reçoivent si- 
multanément l'abscisse AP et l'ordonnée PM. 

PM 

Il suit de là que, lorsque l'expression du rapport ^=7 sera 

connue, elle fournira le coefficient différentiel de la fonction 
correspondante à l'ordonnée (7), et que, réciproquement, si 
cette fonction est connue, son coefficient différentiel détermi- 
nera la sous-tangente PT, puisqu'en désignant PM par 7, et son 

coefficient différentiel par p, on aura /i=:^? d'oiiPT=^, 

valeur au moyen de laquelle on mènera la tangente au point M. 
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59. On voit donc que, par son principe fondamental, le Cal- 
cul différentiel résout directement le problème det tangentes, 
pour les courbes dont on a l'équation; aussi est-ce en cher- 
chant la solution de ce problème, que les géomètres sont par- 
venus au Calcul différentiel, qu'on a présenté depuis sous des 
points de vue très-variés; mais quelle que soit l'origine qu'on 
lui assigne, il reposera toujours immédiatement sur mu fait 
anafytique antérieur à toute hypothèse, comme la chute des 
corps graves vers la surface de la terre est antérieure aux di- 
verses explications qu'on en a données : et ce fait est précisé- 
ment la propriété dont jouissent toutes les fonctions, d'ad- 
mettre une limite, dans le rapport que leurs accroissements 
ont avec ceux de la variable dont elles dépendent. Cette li- 
mite , différente pour chaque fonction , et toujours indépen- 
dante des valeurs absolues des accroissements, caractérise 
d'une manière qui lui est propre la marche de la fonction 
dans les divers états par lesquels elle peut passer. En effet , 
plus les accroissements de la variable indépendante sont petits, 
plus les valeurs successives de la fonction sont resserrées, plus 
enfin cette fonction approche d'être soumise à la loi de conti- 
nuité dans ses changements, et plus leur rapport à ceux de la 
variable indépendante approche d'être égal à la limite assignée 
par le .calcul. On doit entendre par la hi de continuité ^ celle 
qui s'observe dans la description des lignes parle mouvement, 
et d'après laquelle les points consécutifs d'une même ligne 
se succèdent sans aucun intervalle. La manière d'envisager les 
grandeurs dans le calcul ne paraît pas d'abord admettre cette 
loi, puisqu'on suppose toujours un intervalle entre deux va- 
leurs consécutives de la même variable; mais en le faisant 
évanouir, pour passer à la limite, on exprime qu'il y a conti- 
nuité. 

Il me paraît maintenant très-évident que la métaphysique 
précédente renferme l'explication philosophique des propriétés 
du Calcul différentiel et du Calcul intégral, soit par rapport aux 
recherches sur les courbes, soit par rapport à celles qui con- 
cernent Je mouvement. La difficulté des unes et des autres ne 
vient que de ce qu'il y a continuité dans les changements des 
lignes ou dans ceux des vitesses ; et la considération des limites 
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(aû toute wtre équivalente), fourmi le moyen d'établir celte 
continuité (Jans le^ calcul (*)♦ 

^^0. Lorsque Ton donne à Tabscisse des valeurs successives, 
les ordonnées qui répondent à ces valeurs déterminent, sur la 
courbe, des points que Ton peut regarder comme les som- 
mets des angles d'un polygone inscrit à cette courbe. 

Si Ton prend, par exemple, sur Taxe des abscisses les points 
P, P', P^ etc. {fig. 2), distants entre eux d'une même quan- 
tité A, on aura 

kV=zXy AP' = ^H-A, kV"=x^^h^ etc.; 

qu'on élève le» ordonnées correspondantes PM, FM', 
P^'M", etc., et que l'on joigne les points M, M', M'', etCv, par des 
cordes, on formera le polygone MM'M" etc., qui différera d'au» 
tant moins de la courbe proposée, que les points M, M', M^, etc., 
se rapprocheront davantage; mais en même temps le aomt^re 
de ses côtés augmentera de nf us en plus, puisque la distance PP' 
sera contenue un nombre de fois de plus en plus grand dans une 
abscisse déterminée ÂB. La courbe CD sera évidemment la li*^ 
mite de tous ces polygones, et par conséquent les propriétés 
qui conviendront à cette limite, oanviendront aussi à la courbe 
proposée (**). 

Gela posé, si l'on mène MQ et M' Q' parallèles à l'axe ÂB, 
M' Q sera la différence des deux ordonnées consécutives PM 
etP'M', M''Q' celle des ordonnées FM' et P'^M''. En prolon- 

(*) Ceux 'qui désireraietit plus de développement dans ceft considérationa 
géïkérales, pourront consulter la Note A , placée à la fin de VottTrage. 

{**) Leibuitz a toujours envisagé le Calcul différentiel sous un point de vna à 
peu près semblable. 

« Septio autem et banc et alias ( metbodos) bactenus adbibitas, omnes deduci 
» posse ex generali quodam meo dimetiendorum curvilineorum principîo, quod 
f> figura cui-vilinea censenda sit œquipollere polygono înfinilorum laterum; unde 
» sèquitiir, quicquid de tali polygono demonstrari potest , sive ita , ut nullu» 
» babeatur ad numerum laterym respectus , site ita » vt tantd nviffis Terificetur, 
» quant6 major ^umitur laterum nuraerus, ita, ut error tandicm fiât quovis dato. 
» minorjiddecurva posse pronuntiari. », {Ajcta Eruditorum, ann,. 1684» p. 585.) 

n est évident que cette métapbysique est aussi très-lumineuse y et ne diffère 
de celle que j*ai présentée ci-dessus que parce que la Umite y est désf(piée 
comme un polyfj^ne d'un nombre inini de c^tés infiniment petits. 
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géant la droite MM' jusqu'en N^, on formera les triangles égaux 
MM'Q, M'N^'Q', qui donneront M'QrzrN-'Q'; il en résultera 

Où 

M-'N''=M-'Q'— N-'Q'; 

et par conséquent M*" Q' — M' Q = :p M'' N*' selon que la courbe 
est concave ou convexe vers Taxe des abscisses ; M^ N^ sera 
donc la différence des lignes M' Q et M'^Q'. 

Le calcul différentiel donne l'expression de ces diverses 
droites; car Ton a successivement (23) 

PM = r, 

P*M''±= r -+-T^ ^■T^*^ — h etc., 

•^ do? I Ax^ i.a 

FM'— PM =M'Q=^^-hf^ ^-hetc, 
ax ax* 2 

p-'M'^— FM'= M''Q'= p: h^pr — ^ etc., 
ax Qx* a 

M-^Q'— M'Q==pM''N'= JJ A» -h etc.; 

d'où il suit que si l'on change A en dx, la valeur de M' Q ap^ 
prochera de plus en plus de la différentielle première iy, celle 
de M'^N'^y de la différentielle seconde d*y, à mesure que l'on 
prendra ix plus petit. En considérant un quatrième point du 
polygone, on trouverait de même la ligne correspondante à la 
différentielle troisième. 

61. Les lignes PM^ M'Q, M'^N'^ ont, par rapport au calcul 
des limites, une subordination marquée par l'exposant dont 
l'accroissement A est affecté dané leur premier terme, exposant 
qui est le même que celui de l'ordre de la différentielle à la- 
quelle ils correspondent. On voit en effet que le rapport de 
M'Q à PM diminue sans cesse et finit par s'évanouir, lorsque 
A = o, qu'il en est de même du rapport de M'^N'^ à M'Q; mais 
que si l'on comparait la première de celles-ci au carré de la 
seconde, et qu'on supprimât d'abord le facteur A% commun 
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aqx deux termes du lappori, ce rapport aurait alors une limite 
assignable qui serait celui de j^ à -r^ ou de d*^ à d j* (*). 

62. On voit en même temps , par ce qui précède,, que te 

dr 
coefficient différentiel du premier ordre ^ j exprimant le rap- 

PM 
P^rt W" i/^g* 0> donne la tangente trigonométrique de l'angle 

MTP, que fait, avec Taxe des abscisses AB, la droite qui touche 
la courbe au point M, et caractérise la marche de la courbe 
aux environs du point M; car si ÂB désigne le côté positif de 
Taxe des abscisses, l'angle MTP et sa tangente seront positifs, 
quand les ordonnées iront en croissant comme dans lajfîg. i, 
et négatifs dans le cas contraire. 

Cela peut se conclure aussi de l'expression de M' Q, diffé- 
rence des ordonnées consécutives PM et P'M', en observant 
qu'il est toujours possible de prendre l'accroissement h assez 

dr 
petit pour que le premier terme, ^r- K surpassant la somme 

de tous les autres, détermine alors le signe du résultat de la 
série. En effet une expression de la forme , 

AA^+BA^+CAy+etc, 

dans laquelle les exposants a, p, 7, etc., sont tous positifs et 
vont en croissant, peut être mise sous cette autre, 

A« (A -H BA^-«4- C Ay-^-l- etc.), 

par laquelle on voit que la partie BA^'^^^+CAy^^-j-etc, du 

• 

C*) Ceci foornit «ne explication bien simple des différents ordres d'in6niment 
petits que Leibnitz admettait. U regardait la différentielle première comme in- 
finiment petite à Tégard de rordonnée , la différentielle seconde comme'infini- 
ment petite à l'égard de la différentielle première, et ainsi de suite. D'après ce 
principe, il négligeait les unes par rapport aux autres; et c'est en effet ce qu'il 
faut faire lorsque Ton vent passer aux limites, puisqu'il ne peut rester dans 
l'expression de la limite du rapport des séries ci-dessus , que les termes où h est 
au degré le plus bas, et que la différentielle d'un ordre quelconque m, étant 
nécessairement de la forme d'»r = fdx*" (17), est comparable seulement aux 
expressions différentielles homogènes, ou du même degré, par rapport à l'ac- 
croissement dx. 
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second facteur, décroissant jusqu'à zéro» lorsque h diminue 

jusqu'à s'évanouir, doit, avant d'arriver à ce terme,* devenii 

plus petite que la quantité A qui est independante.de A (*)• 

Dans cet état de choses, c'est le signe de A qui détermine ce> 

lui de toute l'expression, qui sera donc positive si A est positif, 

et négative dans le cas contraire. 

n suit de là que la fonction 7 sera croissante ou décroissante» 

ir 
selon que -^ sera positif ou négatif. 

De plus, si l'on fait attention que lorsque l'ordonnée est po- 
sitive, la différence M^'Q' — M'Q (Jlg.^) est négative ou po- 
sitive selon que la courbe est concave ou convexe vers l'axe 
des abscisses, et que cette circonstance doit avoir lieu quelque 
près qu'on suppose les points P, P', B^, ou quelque petite que 

d'y* 
soit h, on en conclura que le terme -r^ A*, qui commence le 

développement de M'' Q' — M' Q, et qui peut être rendu le plus 

considérable, doit avoir le même signe que la différence 

WQ' — M'Q; or, la quantité A' étant essentiellement positive, 

d'r 
il suit de ce qui précède que, j^ est négatif quand la courbe 

est concave vers l'axe des abscisses, et positif dans le cas con- 
traire. 
L'inspection des courbes cif placées au-dessous de l'axe des 

d'r 
abscisses montre que les signes de -p^ doivent être pris dans 

un ordre inverse quand l'ordonnée est négative, et que par 
conséquent une courbe est concave ou convexe vers Vaxe des 
iAscisses, selon que l'ordonnée et son coefficient différentiel 
du second ordre sont de signes contraires ou de même signe. 

63. On suppose ordinairement comme une chose évidente, 
qu'un petit arc de courbe peut être pris pour èa corde, c'est- 
à-dire que le rapport de Varc et de sa corde a pour limite Vu- 
nité : cette proposition, très^importante, a néanmoins besoin 
d'être démontrée, et peut l'être comme il suit. 

(*) On trouyera k la fin de ce Traité tin procédé pour assigner les yaleurs de h 
qui remplissent cette condition dans la série de Taylor. 
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Le triangle rectangle MM' Q (/g- 3) donne 

MM=v/mqVm^'; 

on a de plus (60) 

d^ I dar' i.a 
On peut mettre ce développement sous la forme 

en faisant 

on obtiendra 

Menant ensuite la tangente IIN, on trouvera 
NQ « MQ tang NMQ = j^ A = pA (62), 
MN = VA»-t-/j» A'= A Vï-FP» 
NM'^NQ-M'Q=*^g^-ete.=.=~PA.j 

et l'on ccmclara de là 

MN + NM' A^ï+jF— PA' JÏ+T«_PA 
MM' ^ A ^i-f. (/> + P&)* ^ï-f-(y*^PA)î 
rs^pport qui a pour limite 

Mais Tare MOM' est toujours eomprîd 6mr# kr corde MM' et 
la ligne brisée MN + NM' i donc, à plus forte rafeon, le rapport 

-ggT- a pour limite l'unité. 

6&. Il est évident que Tare d^une courbe est une fonction de 
Tabscisse; et pour avoir le eoefliciem dllférentiel de cette fonc- 

MOM' 

tion, il ftut chercher la limite du rapport -ppr-) or 



MOM' MM\ MOM' 
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P^*s^p7 = ^i-f-(p4-PA)% dont la limite est ^i+p\ tandis 
que celle de -mgr «si 1 uBite; celle de -ppr sera par consé- 

quent V^FTp (8). ' 

Si donc on nomme z Tare CM, on aura pour cette fonction 
de X, 

dz 
ûa:' 



: — v'm^^'— \/'-*-j~!» et Az = ^dx*-hdx' 



Le cercle dom l'équation est 

donnant 

«djp+jrdj''=o, et d7= * 

on trouve 

A * /, , . jp^dx' ix j— : ; adx adx 

V r' r '^ r \la^—x\ 

résultat qui rentre dans celui du n"» 86, lorsqu'on suppose a= R. 

65. La différentielle de Taire du segrnent ACMP IJig. 4), 
d'une courbe, s'obtient en observant que le rapport des rec* 
langlesPP'QM et PP'M'N, qui ont même base PP', est égal à 

-pjg-9 et que sa limite est par conséquent l'unité. Mais le tra- 
pèze curviligne PP' M' M, qui représente l'accroissement que 
reçoit le segment ACMP, lorsque l'abscisse augmente de PP% 
étant toujours compris entre les deux rectanf^ dont on vient 
de parler, son rapport avec l'un quelconque de ces rectangles 
a aussi pour liaUte l'unité. Cela posé , il est visible que 

PFM^M _ PFQM PFM^M _p^^ PFM^M 
pp/ — pp, • pp'QM "" PFQM ' 

et, d'après ce qui vient d'être dit, la limite de la dernière ex- 
pression ci-dessus est PM X i ou PM. En nommant donc s la 
fonction de Xy correspondante à l'aire ACMP, son coefficient 
difiérentiel (8) sera 

^==7, d'où d* = /djr. 
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Dans le cercle , 

ainsi, quoîqu'oti ne puisse pas assigner l'expression algébrique 
du segment circulaire, on parvient à celle de sa différentielle, 
par la considération des limites; et Ton en aurait le développe- 
ment en série , au moyen du théorème du n* 22, ou par un 
procédé semblable à celui du n"* 38. 

66. Connaissant, par le coefficient -^j l'angle HTP, rien 

n'est plus aisé que de construire la tangente MT (Jig. i); mais 
on se sert plus ordinairement de la sous-tangente PT, qui se 
calcule en observant que 

S?r=T^ donne PT=— -5 =^4— (*). 

PT do? dx ^X 

he triangle PMT, rectangle en P, donne la tangente 



MT=v^PMVPT*=ry/i+5p. 

La considération des triangles semblables PMT et PHR 
{Trig., 161), donne la sous-normale 

Le triangle PMR, rectangle en P, donne la normale 



MR = v/pm' + PR =74^14-1^*. 

67. Voici maintenant quelques applications de ces formules. 
L*équation générale des lignes du second degré étant 

X*=mx+ nx^ (Trig,, iS'j), 

on a 

d^ m-\-2nx m-h 2/m; 



(*) On fait ici abstraction du signe que doit aroir la ligqe PT, par rapport à 
l'abscisse AP, comme on le verra pins loin. 
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et on tire de là 

^^ réx ii[mx + fixA 
dj m-^Q^nx 

dj? a 



Dans le cas où ii=o, la courbe devient une parabole 
[Trig., i6o)y et alors on a seulement 

PT = 2ar, MT = ^mx + 4 ir% 



m 



On déduirait de ces valeurs les résultats et les constructions 
indiqués dans Y Application de l'Algèbre à la Géométrie, pour 
les lignes du second degré* 

Dans la courbe représentée par l'équation 

ar* — 3cw?^-4-^^= o, 

on a 

ùy ay — x^ 

Ax jr'-;— fltr' 
on trouvera 



PT 



,r ' — axy 7,axy — x^ 



ay — x^ ay — x^ 

en mettant pour 7* sa valeur ; et lorsqu'on aura assigné celle 
de X et déterminé celle de /, l'expression de PT se construira 
facilement (7rig., 68), 

68. Il est souvent plus commode, et surtout plus élégant, 
de considérer la tangente et la normale par leur équation 
[Trig., 187 ). Pour obtenir celle de la tangente, je vais chercher 
en général les relations qui doivent avoir lieu lorsque deux 
lignes se touchent. En considérant d'abord ces lignes comme 
ayant deux points communs, M et M' [fig. i), il est évident que 
leurs équations doivent donner les mêmes valeurs de l'ordon- 
née PM et de la différence lUC^Q, correspondantes à l'abscisse ÂP 
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et à son accroissement PP'. Si donc l'on entend par x, /, les 
coordonnées particulières au point M dans la courbe proposée, 
et qu'on désigne par x', jr', celles des points quelconques de 
la ligne qui k coupe en M et en M', on aura, pour ces deux 
points, 

La seconde équation est divisible par A, et lorsqu'on^ passe 
à la limite, en supposant A = o, elle se réduit à 

da:'""dï' 

mais dans cette hypothèse les deux peints d'intersection se 
réunissent en un seul, qui devient un point de contact pour les 
lignes proposées, puisqu'elles n'ont plus que eelui-là de com- 
mun Il suit de là que lorsque deux lignes se touchent, on a, 
pour le point de contact seulement. 

Lorsqu'il s'agît de la ligne droite, dont l'équation est de la 
forme 

r'=^A^-HB (7rïg^,,87), et donne |5 = A, 

les conditions du contact de cette droite avec la courbe pro- 
posée sont 

r=Aa7-f-B, A=% 
ux 

é'€è Trà coadm 
ou 



D'après cette équaUon , celle de la normale qui e^t perpen- 
diculaire à la tangente et qui passe par le point M, seva 
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Eix faisant, dans ces équations» y' = o, pour déterminer rtn- 
tersection de la droite avec l'axe des Xy on en tire 

x^ — xr=, — tl — et j:' — 0?=^^—^. 
d^ ûj: 

La première de ces valeurs , répondant à AT — AP, est celle 
de la sous-tangeote PT prise négativement, parce que le point T 
est en arrière du point P; la seconde valeur, étant celle de 
ÂR -^ AP, donne la sous- normale Pft positivemem, parce que 
le ppipt R est au delà du point P« 

69. Pour le cercle dont l'équation est 

on trouve 

dr X 

da: /' 

t'équatton de sa tangente sera par conséquent 

ou enfin 
puisque 
L'éqoatioa de. la normale devient 



et se réduit à 



r'=?-'. 



ce qui fait voir que les normales du cercle passent par son cen- 
tre, qui est ici l'origline des coordonnées (7/-igr«>83), et ce qui 
doit être en effet, puisque les normales d^un cercle ne sont 
autre chose que ses rayons* 
Passons à la courbe donnée par l'équation 

01^ — 3ary-hj>'*=o; 

celle dQ sa tangente sera 

, ar — x^ . , 



8o TRAITÉ ÉLÉMBHTAIRB 

OU 

y^y' — axy' — y*-\- axy:=-ayoi^ — x'^af — ojT'-f-ar*. 
Si Ton met pour/" sa valeur^ et qu'on réduise, on obtiendra 
{7* — ax)y*-\' (ic* — ay)x^^=axy, 

70. Si Ton se proposait de mener, par un point donné pris 
hors d'une courbe, et dont a serait l'abscisse et p l'ordonnée, 
une tangente Ji cette courbe, il est évident qu'il faudrait sub- 
stituer a au lieu de x* y et p au lieu de/', dans l'équation de la 
tangente, qui deviendrait alors 

et servirait, conjointement avec l'équation de la courbe propo- 
sée, à déterminer lés coordonnées ^ et 7 du point de contact. 
Je prends le cercle poiïr premier exemple ; l'équation de sa 
tangente étant 

yf-^xaf^d? (69), 
on aura 

Ce,tte équation combinée avec celle du cercle déterminera les 
coordonnées xeXy des points de contact, ou, ce qui revient 
au même, ces points seront à la rencontre du cercle avec la 
droite exprimée par l'équation 

Pj-f-«^ = a' (ÎTrig., io5). 

Dans la courbe correspondante à l'équation 

0?' — 3ar7* + j^= o, 

le point de contact se trouverait en cherchant l'intersection de 
cette courbe avec la ligne du second degré résultante de l'é- 
quation 

p (7* — ax) 4- a [x'^ — oy) = axy. 

' 71. Pour mener une droite qui touche une courbe donnée, et 
qui soit en même temps parallèle à une droite donnée de posi- 
tion, ou qui fasse, avec l'axe des abscisses, un angle dont la tan- 
gente soit représentée par a, il suffira de poser •^=a[ Trig.fi^] ; 
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coiofibinant cette équation avec celle de la cotirbe proposée, on 
déterminera les valeurs de âr et de jr qui conviennent au poiiN 
de contact demandé. 

Dans te cas où la courbe proposée serait la parabole ordi- 
naire^ on aurait 



dr m 

y»=r mXy -T^ = =: a. 



ce qui donnerait 

m m 

r= — et ^ = 7—;. 

72. Dans ce qui précède^ les coordonnées x eiy ont été 
supposées à angle droit; mais il est aisé de voir que si elles 
faisaient un angle quelconque, le rapport de M' Q à M Q aurait 
encore pour limite celui de PM à PT, et l'équation de la tan- 
gente ne changerait pas de forme. Les triangles MPT et HPR 
ne seraient plus rectangles, mais on connaîtrait dans le pre- 
mier les côtés MP, PT et Tangle compris MPT, et dans le se- 
cond le côté MP avec les angles MPR et PMR, ce dernier étant 
complément de TMP. 

73. £n cherchant les positions que prend la tangente d'une 
courbe proposée, lorsque le point de conuct s'éloigne de plus 
en plus de l'origine des coordonnées, on peut reconnaître si 
cette courbe a, comme l'hyperbole, des lignes droites pour 
asymptotes ( Trig., i63), et déterminer leur position. 

On voit en effet que dans une courbe MX [fig. 5), qui a une 
asymptote RS, à mesure que le point M s'éloigne de l'origine, 
la tangente MT s'approche de l'asymptote, et les points T et D 
marchent respectivement vers les points R et E, en sorte que 
AR et AE sont des limites que les valeurs de AT et de AD ne 
sauraient franchir, ni même atteindre, mais dont elles peuvent 
approcher aussi près qu'on voudra. Il suit de là que pour trou- 
ver si une courbe a des asymptotes, il faut chercher si les ex- 
pressions de AT et de AD, relatives à cette courbe, sont sus- 
ceptibles de limites; et lorsque cela arrivera, ces limites éunt 
construites, donneront les deux points R et E, par lesquels on 
mènera la droite RS, qui sera l'asymptote demandée. 

Les expressions de AT et de AD se tirent de celle de PT; la 
6«éd. I. 6 
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prenûèpe^ ea obeeit^ant qjimXT^^AB'-^Pl; la seconite» l^s 
1# nkoy wi des iri»aglesi sejiri>tâbles AI>T et MPT {* ) : on les dé^ 
duit aussi de Téquation de la tangente (68), en faisant suecésr^ 
sivemeHA /' = Q et J?' = a ( Trig., 8^], On, trouvera 

•^ d^ ^ dx 

Si, Tune des quantités AR ou AE restant finie, l'autre deve^ 
nait infinie, il est évident que Tasymptote serait parallèle à Taxe 
sur lequel se trouve cette dernière. 

Pour ne manquer aucune des asymptotes que doit avoir la 
courbe proposée, il faut faire successivement x et x infinis, et 
Substituer dans les expressions de AT et de AD chacun des ré^ 
sultats différents que donnent Tune et l'autre hypothèse. Lors- 
que AT et AD" seront infinies en même temps, on en conclura 
que la courbe proposée n'a pas d'asymptote. 

Si l'on &it attentipn qjue AD=^ — ^^h ' ^^ ^^^^ V^ c^s 
deufx^ lignes deviennent nulfes en^ même temps, excepté le cas 
où ^ serait nul ou infini. Quand elles s'évanouissent, l'a- 
symptote passe par l'origine des coordonnées; mais comme ce 
n*est encore qu'un point de cette asymptote, il faut, pour en 

déterminer la direction, chercher la limite de l'expression — 

qui représente la tangente de l'angle MTP (62), et l'on obtient 
la tangente de l'angle SRB. 

74. Ce qui précède étant appliqué à Féquatiea 

y» = mx -h nx-, 
conduit à 



ni-^anx np-^9.nx 



. ^ mx -h 2 nx^ mx 

AD = j — 



^X 2 ^mx H- nx^ 

Les derniers membres de ces équations pouvant être mis sous 

{*) I] faut remarquer que dans la figure la ligne AT est négative. 
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tes formes 



m m 



leurs limites respectives, dans le cas où Ton suppose x infini, 
sont 

- — = AR et -^=AE. i 

SI n était nulle, les expressions de AT et de AD deviendraient 
infinies en même temps que x^ et la courbe proposée n'aurait 
point d'asymptotes; elle n'en aura pas non plus, lorsque n sera 
négative, parce qu'alors son équation n'admettra point pour x 
une valeur infinie. 

Dans la courbe représentée par Téquation 

x^ — 3 aafy-f'7* = o, 
on a 



et pour trom^ Ib U«Xi$eei vers kqtieite tendent ces expresi^ons« 
à mesure que y augmente, il fauifa^it le remplacer par sa li- 
mite, et connaître par conséquent sa valeur en x; mais on peut 
suppléer à cette valeur, daiis Texemple présent, par un artifice 
anaîytique fort simple. 8î Ton fait 7"= i'x, Péquation proposée 

3 ai 
devient divisible par x^; on en tire x= -7:75' ®^ ^' ^^^ facile 

de voir alors que la supposition de t = — i rendra x infinie, et 
donnera j^ = — x.'Ea changeant ^ en — x dans- les expressions 
de AT et de AD, puis jprenant les limites, on aura 

AR=— a = AÊ; 

et menant par les points R et E (Jîg. 6), construits avec les va- 
leurs précédentes, la droite KE, elle sera Tasfmptote des bran- 
ches AY et AZ. 

Des eoorlios oscolatrices. 

75. La tangente d'une courbe étant la limite de toutes les 
iroites qui rencontrent celte courbe en deux points, on peut, 

6. 
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par analogie, chercher en général parmi toutes les lignes d'une 
espèce donnée» la limite de celles qui coupent la courbe pro- 
posée en un nombre donné de points. On sait» par exemple» 
qu'il faut trois points pour déterminer un cercle; on peut sup- 
poser que ces trois points soient pris sur la courbe proposée, 
et chercher à quel cercle en particulier on arrivera, si les trois 
points viennent à coïncider. Ce cercle, qui se nomme le c&rcle 
osculateur, sera la limite de tous les autres, comme la tangente 
est celle de toutes les sécantes; mais le caractère que je viens 
de lui assigner, quoique suffisant pour le déterminer, n'offrant 
rien qui puisse, à l'œil, le distinguer des cercles simplement 
tangents, j'y substituerai les considérations suivantes (*). 

On a vu, dans les Éléments de Géométrie, qu'entre un cercle 
et sa tangente il ne pouvait passer aucune autre droite, mais 
qu'il y passait une infinité de cercles. De même entre une 
courbe quelconque et sa tangente, on ne peut faire passer 
aucune autre droite; mais on peut y faire passer une infinité 
de cercles de rayons différents, ayant la même tangente que 
la courbe, et parmi lesquels il doit s'en trouver un qui, dans 
les environs du point de contact, s'approche plus de la courbe 
proposée que tous les autres. 

Pour exprimer ces considérations analytiquement, soient x 
et j, x' et y, jf et y les coordonnées de trois courbes di- 
verses ayant un point commun^ c'est^-dire pour lequel on ait 

Si l'on prend d'abord la différence des séries 
dr A , iW h" d»r A* 

, d/A d»2;[ A» d»/ A» 
''^"^da;'i"^da;'»~"^d^»i.2.3"^®^^*' 

qui expriment 1^ s ordonnées des points correspondants a 
l'abscisse X -h A, dans les deux premières courbes, on trouvera 



(*) On peut voir dans le Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, 
in^o, tome I , n® 239 , et tome III, ii9 239 a , page 638^ le calcul fondé sur cette 
réunion d'intersections, qui mérite d'être observée comme un /2rif remarquable 
de la théorie des limites. 
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en général 

/d»r d»/\ A> . . 
+ idf-d^.)7X3 + ^'^- 

pour l'expression de la distance N'N (^g. 7) de ces courbes 
dans le sens des ordonnées; et, en remplaçant / et ses coef- 
ficients différentiels par y^ et ses coefficients différentiels, on 
aura l'expression de la distance N'^N entre la première courbe 
et la troisième. Soient 9' et ^ ces deux distances : leurs ex- 
pressions seront donc de la forme 

h A* A' 

«' = A'--hB' — -hC'-^-hetc, 

1 1.2 1.2.3 

A A» ' A» 

a^= A''- •+- B-' — 4- C'' -^ 4- etc. 
I 1.2 1.2.3 

Gela posé, dans la comparaison des séries précédentes, on 
pourra supprimer le facteur A, commun à tous leurs termes ; 
et pour que ^<^, c'est-à-dire que la seconde courbe s'ap- 
proche plus de la première que la troisième, il faudra que 

A'+B'--hC'^+etc.<A^-4-B-'-^C''-^M-etc. 

2 2.0 2 2.0 

Cette condition, devant avoir lieu quelque petite que soit A, dé- 
pendra des valeurs relatives des premiers termes A' et A'' (62) ; 
mais si l'on posait A'= o, elle deviendrait 

B'- + C'.^-hetc.<A-'-+.B''*-hC''— ^-^-elc, 

2 2.0 2 2.3 

et le premier membre de cette inégalité, s'èvanouissanl lors- 
que A = o, ce que ne fait pas le second, serait nécessairement 
plus petit que celui-ci, du moins pour une valeur de A très- 
petite, tant que A" ne serait pas nul : ainsi la seconde courbe 
s'approcherait toujours plus de la première que la troisième. 
, Mais si l'on avait en même temps A'=o, la condition à 
remplir, dans la situation respective assignée aux trois courbes, 
serait 

B'- + C'-^H-etc.<B"--he'-^-+-etc.; 
2 2.0 2 2.3 
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en y supprimant le facteur commun -» elle deviendrait 

B'-h C |-h etc-<B''H-C''|H- etc., 

et si Ton posait B'= o, elle aurait lieu tant que B^ ne serait pas 
oui. 

Cet eiLamen» qu'on peut pousser aussi loin qu'on voudra, 
fait voir que ^i Texpression de ^ commence par un terme où 
Fe^posani de h surpasse celui que porte cette lettre dans i'ex^ 
pression de ^'^ on aura toujours *'-< ^"^ h étant très-petite. 

Quand la seconde courbe est celle, qu'au point M on a les 
n équations 

les n — I premiers termes de l'expression de ^ s'évanouissent, 
et elle commence alors par le terme affec^ de A". Si donc la 
troisième courbe n'établissait l'égalité entre 7", y et leurs 
coefficients difjGéreniieU que jusqu'à l'ordre » -* 2 inclusive^ 
ment, l'expression de i" commencerait au teri»e affecté 4e 
A*~*; on aurait S'<C^% et par conséquent la seconde courbe 
s'approcherait plus de la première qu« la troisième, 

76. Supposons maintenaiic que la eeeonde courbe soit seule- 
ment donnée d'espèce, c'est<è-dire que les constantes qui en- 
trent dans son équation soient indéterminées; on pourra, par 
le moyen de ces constantes, satisfaire à un pareil nombre des 
conditions indiquées ci-dessus, et la courbe déterminée de 
cette manière sera telle, qu^aucune des courbes qui ne rem* 
plissent pas autant de ces conditions ne pourra passer entre 
elle et la première courbe. / 

Soit, pour premier exemple, l'équation générale de la ligne 
droite 

d/ 
yzzzax'-^p, qui donne -r^=:«; 

en changeant x" en x, les équations 
^~-^' d^~dS «deviendront r;=«^-t-p, £ = '' 
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desquelles on tirera ies valeurs de <x et de ^, et l'on aura 

/-J=gf.(*'-*). 

pour réqualîon de la tangente, comme dans le n? 68. 
5i la courbé MN' est le cercle représenté par Téquation 

(^'-«)*H-(/-P)' = 7' {Trig.^g^), 
ea It difieffeMiant deux fois de suite, il en résaltert 

(ar'-a)dar'4.(/-tJ)d/=o, 
d^*»H-d/»4-(/— P)dV = o, 

et il faudra qu'en changeant x' en x^ dans ces trois équatioas, 
elles donnent 

^^^' dar'^d^' d:c"""da:» 

ou, ce qui revient au même, qu'elles soient satisteites par ies 
valeurs de x, jr, d^, d^jTy relatives au point M dans la première 
courbe : on aura donc 

djr»-4-d^H-(^— p)d»rî=o; 

mais comme les quantités dérivées de la courbe proposée sont 
déterminées, puisqu'elles appartiennent à un point particu* 
lier M, il faudra que les quantités a, p, 7 reçoivent des valeurs 
propres à vérifier les équations ci-dessus. * 

En tirant des deux dernières équations les valeurs de j — p 
et de X — a, pour les substituer dans la première, on trouvera 

dx*-hd^^ 



r-P=- 



d'r 



éx \ d^x ) 

' dxdy 

77. Toutes les courbes qui ont un point commun, et dont 
les ordonnées ont à ce point le même coefficient différentiel, y 
ont une tangente commune ei se touchent par conséquent; 



£8 TRAmÊ ÉLâMEnTAI&B 

mais elles peuvent se distinguer les unes des autres» eoihme 
le cercle qu'on vient de déterminer se distingue de tous ceuk 
qui n'approchent pas aussi près de la courbe proposée. C'est 
pour cela que les contacts se divisent en ordres, suivant le 
nombre des coefficients différentiels consécutifs qui reçoivent 
la même valeur dans chaque courbe. 

Le contact le plus élevé de ceux que puisse avoir en général» 
avec la courbe proposée, une courbe donnée seulement d'es- 
pèce, se nomme osculation; son ordre est marqué par le nom- 
bre de constantes moins une que renferme l'équation de cette 
courbe. Ainsi la tangente, qui ne peut avoir eh général qu'un 
contact simple ou du premier ordre avec une courbe donnée, 
est une osculatrice du premier ordre. Le cercle, dont Téqua-^ 
liôn renferme trois constantes, peut avoir, ou un contact du 
premier ordre, ou un contact du second; mais ce dernier, étant 
le plus élevé, prend le nom d'osculation, et distingue le cerclé 
osculateur de tous les cercles simplement tangents. 

Une particularité remarquable du cercle osculateur D'MN', 
c'est qu'en général il coupe la courbe proposée en même 
temps qu'il la touche. Cela se voit par la forme de l'expression 
de^' dont le premier terme étant affecté de As puissance im- 
paire, change de signe avec A, et montre par conséquent que 
sur les abscisses ar — A et j; 4- A, le cercle osculateur est placé 
dans deux sens différents, relativement à la courbe proposée 
et à l'axe des abscisses, c'est-à-dire au-dessous de la première 
d'un côté du point de contact, et de l'autre au-dessus; ce qui 
n'a pas lieu pour la tangente et les cercles simplement tangents, 
puisque l'expression de ^' commence alors par le terme affecté 
de A». 

La même considération fait voir que si le contact de deux 
courbes est d'un ordre pair, il doit y avoir en même temps in- 
tersection. 

78. Le nombre des cercles simplement tangents est infini 
pour chaque point d'une courbe quelconque; car si l'on mène 
par ce point une normale, tous les cercles qui ont leur centre 
sur cette normale, et qui passent par le point pris sur la courbe 
proposée, ont la même tangente que cette courbe et la touchent 
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par conséquent; mais ce qu'il faut bien remarquer, c'est que 
les uns la touchent en dedans» les autres en dehors ou Tem- 
brassent» et que le cercle osculateur sépare les premiers des 
seconds. 

En ettjdi, si Ton affecte les coordonnées x^, y aux cercles 
simplement tangents» comme ils ne rempliront que les con- 
ditions 

- dr" dr 

on aura 

*^=B^— +C''-^ + etc., i 

1.2 1.2.3 

ei^pression dont le signe dépend de celui de 

" ■" dx» dar'»' 

en sorte que le cercle tangent sera au-des$ous de la courbe, 

d'y" d'r 
par rapport à Taxe des Xy si gir,<lT-^> et au-dessus dans le 

cas contraire; mais entre les valeurs de a, p, 7, qui convien- 
nent à Tun ou à l'autre de ces cas, se trouvent celles qui répon- 
dent à 

et qui, d'après ce qu'on a vu (76), donnent le cercle oscula- 
teur. 

Cette manière de le déterminer rend pour ainsi dire sensi- 
ble à l'œil la relation de sa courbure avec celle de la courbe 
donnée, puisque la courbure de celle dernière est évidemment 
moindre que celle des cercles qui la touchent en dedans, et 
plus grande que celle des cercles qui la touchent en dehors. 
Aussi prend-on pour mesurer la courbure de la courbe propo- 
sée, dans un point quelconque, celle du cercle osculateur à ce 
point; et son rayon se nomme en conséquence rafon de cour- 
bure. 

Voici maintenant comment on compare les cercles par rap 
port à leur courbure. 

79. On prend, en général, pour la courbure de l'arc AEB 
[Jig. 8), d'une courbe quelconque, l'angle DGB formé par les 
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éeùx latigenles menées aux extrémités de cet arc. Dans le cer- 
cle, l'angle DCB est égai à Tangie AOB, formé par les rayons OA 
et OB, m^nés aux extrémités de Varc, ei par conséquent le 
même pour tous les arcs égaux, pris dans le même cercle. €'est 
ainsi qu'il fhut entendre que la: courbure du cercle estnnîfonne. 
Cela posé, si Ton compare deux arcs de même longueur dans 
deux cercles différents, en nommant a cette longueur, r et r' 
les rayons des cercles, tt le rapport delà circonférence au ilia- 
mètre, on aura pour le nombre de degrés centésimaux 4e l'arc 
dont la longueur est a, sur chacun de ces cercles, les expres- 
sions 

4oo° .«a Loo^ * a 

, p, 

2»rr 27rr 

qui sont dans le rapport de - à -7» ou : : r' : r, c'est-à-dire en 

raison Inverse des rayons des cercles donc Tare proposé fait 
^rtîe* 

Quant aux différents arcs du même cercle, leur courbure est 
évidemment en raison de leur longueur; et si Ton prenait pour 
unité de courbure celle de Tare de même longueur que le 
rayon, dans le cercle dont le rayon est i, la courbure de Tare a, 

dans le cercle dont le rayon est r, serait mesurée par — 

80. Les coordonnées a et p du centre du cercle osculateur, 
étant, ainsi que son rayon 7, des fonctions de Xy varient à cha- 
que point de la courbe proposée, l'ensemble de toutes les po- 
sitions de ce centre forme une courbe FZ [fig. 9), dont les 
coordonnées sont a et p, et qui jouit de plusieurs propriétés 
remarquables, qu'on déduit aisément des équations 

{2) (^ — a)dj?H-(j— p)d7=o, 

(3) d^>-|r-dj«-h(j— p)d'j=o, 

trouvées dans le n° 76. 

i«. La relation entre a et p, ou l'équation de la courbe FZ, 
s'obtient en éliminant ^ et j entre l'équation de la courbe pro- 
posée et les équations (2) et (3), après qu'on a mis dans celles- 
ci les valeurs de d^- et de d'/. 
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2<>. La deuxième équation» doniiaiit 

est celle de la normale menée du point dont les coordonnées 
sont a et p (€8), c*est-à-dîre dn point de la conrbe FZ, au 
point M de la courbe proposée DX. 

^•, En dîfférentiant les deux premières équations non-seule- 
ment par rapport à x, y^ mais encore par rapport aux quantités 
a, p et 7, en tant que ces dernières sont des fonctions de x, on 
aura 

(J7 — a)d^-f-(j— P)d7— {^ — a)da — (/— p)dp = 7d7, 
dj7*-|-d/'+(7 — p) d*j — dadar — dpd/=o. 

Les équations (2) et (3) réduisent celles-ci à 

(4) ^(4:.^«)d«-(r-?)d?.= 7dv, 

(5) — dadx — dpdy = o; 

la dernière donne jâ = — 3-- » expression quichange Téquation 

en * . 

d'où il suit que la normale MO est tangente à la courbe dent 
les coordonnées sont « et p (9 et 68), c'est-à-dire à la courbe FZ. 
4'. Si l'on met cette dernière valeur de 7 — p dans les équa 
tions (i) et (4)> et qu'on élimine ensuite x — a, on aura 

dy=da'+<ipV et ^=y/;^, 

coeflBcient différentiel de 7, par rapport à la variable a ; or, 
celte expression est aussi celle du coefficient différentiel de 
l'arc de la courbe dont les coordonnées sont « et p (64) ; et il 
résulte de cette identité, que le rayon du cercle osculateur 
varie par les mêmes différences que l'arc de la courbe FZ (23) „ 
propriété qui mérite la plus grande attention. 

En effet, le rayon MO du cercle osculateur au point M, étant 
tangent à la courbe FZ, a nécessairement la même direction 
que celle que prendrait un lU enveloppé autour de la convexité 
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de celle courbe, lorsqu'en le d^veloppani, on sérail parvena au 
point O. OnTcmarquera qu'en poursuivant le développement 
de en 0', ce fil s'allongerait d'une quanlilé égale à l'arc 00' 
de la courbe FZ^ el comme, par ce qui précède, la différence 
des rayons OM et 0' M' e$l aussi égale au même arc 00', il s'en- 
suit que le bout M du fil se irouveraii encore en M' sur la 
courbe proposée, qu'il n'aurait pas quittée dans le développe- 
tnenl effeciué depuis l'un de ces poinls jusqu'à l'aulre : on peul 
donc regarder la courbe DX comme engendrée par le dévelop- 
pemeni de la courbe FZ. 

Ce procédé a une grande analogie avec la description du cer^ 
cle : c'est la courbe FZ qui fail Tofflce de centre ; el le rayonMO, 
au lieu d'être conslani, varie pour chaque point. La courbe FZ 
s'appelle \sl déifeloppée , la courbe DX, la développante, elle 
rayon du cercle osculaleur, rayon de \di développée (*). 

Il esl à propos de remarquer aussi que la développée esl la 
limite des inierseclions des normales de la courbe proposée, 
prises deux à deux conséculivemenl, puisque le point K, ia- 
lerseclion des deux rayons MO el M'O', qui sonl perpendicu- 
laires à la courbe DX, en M el M', s'approche d'aulanl plus de 
la courbe FZ, que les points M et M' sonl plus voisins l'un de 
Tautre. 

On déduirait de celle dernière considéralion loule la ihéorie 
précédente. 

81. Je ne m'élendrai pas beaucoup sur l'application des for- 
mules 

AxA^jr 

(*) C'est par cette dernière considération qu*Huygens a déterminé ]e cercle 
osculateur» qu'il a remarqué le premier; et elle peut conduire aussi aux for- 
mules du ia9 76 ; mais ce point de Tue , séparant la recherche du cercle osen- 
loteur de la théorie générale des contacts des courbes , dont elle doit liftiM partie, 
est trop borné pour rétat actuel de la science. 
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parce qu'eUe n'a aucune difficulté» lorsqu'on possède bien le 
mécanisme du Calcul différentiel; 

La valeur de 7 étant susceptible du double signet» on peut 
demander lequel des deux il faut employer; car il est bien vi- 
sible qu'en général, à chaque point de la courbe, il n'y a qu'un 
seul rayon de courbure; et ce rayon, n'étant pas dirigé suivant 
l'ordonnée ou l'abscisse, excepté dans quelques cas particu- 
liers, n'a pas, à proprement parler, de signe par rapport à ces 
lignes. La détermination de celui dont on l'affecte ordinaire- 
ment dépend de la convention qu'on a établie sur le sens de 
la courbure par rapport à la normale. Si l'on veut que le rayon 
de courbure soit positif pour les courbes dont la concavité est 

tournée vers l'axe des abscisses, comme la valeur de t-^ est 

alors négative (62), il faut affecter l'expression dey du signe — ; 
et dans ce cas, le rayon de courbure deviendra négatif si la con- 
cavité de la courbe passe du côté opposé, parce qu'il change 

d'r 
de signe avec x^' Pour se conformer à cette convention, on 

pourra supposer, dans les applications, 

(d^+dr')r 

L'équation générale des lignes du second degré, 
conduisant à 

_ anjdar»— (m+ a nx)dxdy _ [4 ny^—{m -4- 2ita:)']d J?» 
il en résultera 

' a[J4»J^ — (m-HaiM?)*] 

Si l'on remplace 7* par sa valeur, on aura 

_ [4 (mx + /M?') -h (m-+-2 nx)*]* 
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Telle est régression générale du payoft de coupbure dansées 
lignes du second degré; on la pairticalsirisera en donnant à m 
et à m les valeurs qui conTîeniiient à ehaq ve espèce de ces lignes 

Celte expression se réduit à - m, lorsqtie x=o : la cocirbure 

des lignes proposées est dooc^ à leur sommet, la même que 
celle du cercle décrit d'un rayon égal au demi-paramètre 
(Trig., i3&). 
En rapprochant la valeur de 7 de celle qu'on a trouvée dans 

le n" 67 pour la normale, on verra que 7 = ^ — -9 ou que le rayon 

de ctmrburey dans les lignes du second degré, est égal au cube 
de la normale divisé par le carré du demi-paramètre. 
Itons la parabole oui» s^ro, en a seolemeat 

"^ 2/n' 

On appliquerait de même les expressions géïkérales de x — a 
et de 7* — p, et mettant po«nr j^sa i^deor, on anratl deux, éqaah 
tiens en x^ « et p, desquelles, éliminant ar, on déduirait l'équa- 
tion en a et p, appartenant à h développée. Je n'effectuerai ce 
calcul que pour la parabole. Oti a dans ce cas 

et il vient 

;r — a=:— — iif Mr'H-mn J_ 4j^-f-/n\ 

2^- w^ \ 4j^^ ; 21» '. 

on conclut de là 

4^3 2V2 I 

^ m^ /» 2 

mettant, dans chacune de ces^ équations, pour x ^^ valeur 

1 i. 
in' a:% on arrive à 

— p=::!L---, X — a=— 20? /n; 
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prenant ensuite la valeur de x dans le second résultat, pour la 
substituer dans le premier, 6n obtient 

3\ 2/ ^ 27 m\ 2/ 

la dernière de ces équations appartient à la déviéloppée de la 
parabole. 

Si l'on y changea m en a', ce qui porte Torigine des 

abscisses en D [fig, 10), on aura cette équation très-simple, 

p? = > qui montre que la coucbe DF est une des paraboles 

du- troisième degré (*), composée de deux branches DF etD/, 
dont la première engendre, par son développement, la branche 
AX dfe la parabole ordinaire XA:r, et la seconde produit la 
branche kx. 

82» IL faut observer que» pour la description» de la parabole 
XAx„ paf le développement de la courbe FD/» le fil eny^eloppé 
autour de Tune ou de Uautre de» branches DF etD/ doit avoir 
au point D, daAsle protongeneii!! de la tangente' BD> une lon^ 
gueur AD égale au rayon, de courbure au: point A, c'est-à^ire 
à la moitié, du paramètre de la parabole; tout autre point, tel 
que I, pris sur ce fit, produirait une courbe différente; Si le 
point I. tombait sur le point D, le rayon de couvbure de la 
courbe décrite alors serait nul à son origine, et par conséquent 
elleajurait à ce point une courbure infinie (78). 

On voit aussi que» puisque la longtieur de Tare DF est égale 
à la différence entre le rayon de courbure correspondant MF 
et le rayon de courbure AD qui appartient à Torigine, la courbe 
FD/est reciifidbley c'est-à-dîre qu'on peut assigner des lignes 
droites qui soient de la même longueur que ses ares;. 

Cette remarque est générale, car puisqu^on peut toujours 
parvenir à Texpression du rayon de courbure des courbes algé- 
briques, les développées de ces courbes sont toutes rectifîables^ 



(*) L'équation j'* = mx étant généralisée ainsi: jri=zmxPf représente une 
famille de courbes dont la parabole ordinaire n'est qu'un cas particulier; on les 
nomme aussi paraloles, mais on les disting;iie par Feiposant de leur degré. 
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Recherche des pointe singuliers des eonrbes, et examen des 
valeurs particulières que les coefficients différentiels prennent 
dans certains cas. 

83. On appelle points singuliers d'une courbe ceux dans les- 
quels elle offre quelque circonstance remarquable. Une grande 
partiç de ces circonstances se rencontrant dans \^ famille 6e 
courbes représentée par Téquation très-simple 

nous allons discuter particulièrement cette équation, en rap- 
prochant toujours les considérations géométriques des consi- 
dérations analytiques, pour éclaircir les unes par les autres. 

La première question qui se présente est la détermination 
de ha marche des valeurs des ordonnées j, pour savoir si elles 
croissent ou décroissent indéfiniment, ou bipn si leur accrois- 
sement s'arrête lorsqu'elles ont atteint un certain degré de 
grandeur, et se change en décroissement, ou bien enfin, si, 
après avoir atteint un certain degré de petitesse, leuB décrois- 
sement se change en accroissement. La valeur qui a lieu dans 
le passage de l'accroissement au décroissement, étant plus 
grande que celles qui la précèdent et qui la suivent immédia- 
tement, s'appelle un mctximum; le minimum est celle qui ré- 
pond au point où le décroissement se change en accroisse- 
meiii; celle-ci est par conséquent plus petite que les va- 
leurs qui la précèdent et qui la suivent immédiatement :' je 
dis immédiatement, parce qu'il y a des fonctions pour ies- 
quelles ces alternatives ont lieu plusieurs fois. 

On a déjà vu, dans le n° 62, que les ordonnées positives 

d'une courbe sont croissantes tant que -^ a une valeur posi- 
tive, et qu'elles sont décroissantes dans le cas contraire. Il suit 
dq là qu'au maximum ainsi qu'au minimum, le coefficient dif- 

dr 
férentiel -p- change de signe : il va du positif au négatif dans 

le premier cas, et du négatif au positif dans le second. 
L'équation prise pour exemple donne en général 
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quantité dont le signe change avec celui de ^ — a, ou se coii< 
serve le mêmey suivant la nature de l'exposant m. 

i^. Si cet exposant est un nombre pair, m — i sera un nom- 
bre impair, et (^ — a)"^* sera négatif quand x<^a^ positif 
quand x^^a; ainsi il y aura minimum lorsque j: = a, ce qu'on 
peut vérifier immédiatement sur la fonction 7. En y faisant 
x = a — A et :r = a -H A, on obtiendra, dans l'un et dans l'au- 
tre cas, j^= 6 + cA*, valeur > b qui répond à j? = a. 

Cette dernière valeur, donnant ^^ = lorsque l'exposant 

m — I est positif, montre que la tangente est parallèle à la ligne 
des abscisses, ce que représente \^fig* n^ au point M dont 
l'abscisse AP = a, et l'ordonnée PM = b. 

Si la quantité c est négative, ce qui donne j^= 6 — c [x — a)*, 
tout restant d'ailleurs le même, le point M (fig. 12) est un 
maximum, et la tangente demeure toujours parallèle à l'txedes 
abscisses. 

2^. Il n'y aurait ni minimum dans le premier cas, ni maxi-- 
mum dans le second, si l'exposant m était impair. Alors m — i 
étant pair, (x — a)"^* garderait toujours le signe -+-, quel que 
fût celui de X — a; et en effet, si Ton pose successivemîent 
x = a — A, j: = a-hA, on trouve 

jr=A — cA", /=é-hcA", 
valeurs, l'une •< i, et l'autre > b qui répond kx = a; cepen- 
dant on a encore ^^ = o: ce caractère n'indique donc pas né- 
cessairement un maximum ou un minimum* 

Au point M [fig. i3], où :r = a, la tangente est bien encore 
parallèle à l'axe de abscisses, mais la courbe offre de plus uHe 
autre circonstance : sa concavité change de sens, ce qu'on voit 
par le changement de signe du coefficient différentiel du se- 
cond ordre ( 62] ; car on a 



g^ = m (m— 1) c (:r — «)«; 



et m — a étant un nombre impair, [x — a)*-* passe du négatif 
au positif, quand on va de x<Ca à j? > a. La figure de la courbe 

6« éd. I. 7 
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en M s'appelle alors infleMon; la tangent^ HT y coupe la 
. courbe en même temps qu^elle la touche. 

S*". Si m était une fraction de numérateur pair et de déno- 

mioateur impair, qu'on eût, par exemple, m = -9 il s'ensui- 
vrait 

dr 2 . .|-i 2C 

Z[x — ay 

quantité qui change encore de signe avec x — a: et il y a en 
eiTet minimum; car soit qu'on change j; en a —A ou en a -h A, 

on trouva toujours y^:^ b H- cA', valeur ]> b ; mais alors la va- 
leur X = a, au lieu de faire disparaîtra -p » le rend infini. Gela 

tient à ce que, si une quantité entière ne peut changer de signe 
qu*«n passant pur térQ, une quantité fractionnaire^ lorsqu'elle 
change de signé par son dénominateur, doit dans l'intervalle 

devenir infinie, ^expression - 9 par exemple, donne successi- 

X 

vement 

a a a 

lorsqu'ony faita? = p, ^ = 0, 0? = — p. 
Cionsidéré sur la /tg. lÉ^, ce minimum présente une forme 

différente de celui de la^ï^. 1 1 ; car, -—• devenant infini^ ta tan- 
gente MT est perpendiculaire à l'axe des abscisses. On voit 
d'ailleurs par l'expression 

d'r 2 I , .f- 2 2C 

Q[x — ay 

que ce coeiftcient différctttîel ayant une valeur négative quelle 
que soit x, la courbe tourne toujours sa cai>cavité vei?s l'axe 
des abscisses, et prend par conséquent la forme indiquée dans 
la figure. 

Le point M, où la courbe s'arrête brusquement à la réunion 
des parties SM et EM, se nomme rebroussemeniy et se distingue 
assez du point M de la /g*. 1 1 ; mais cependant il doit être eom- 
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pris dans l'espèce du minimum; car si l'on dressait une lable 
de$ valeurs numériques des ordonnées de la courbe DME, on 
ne verrait autre chose dans cette table^ pour x = a, qu'un nom- 
bre ptu^ peitit que le précédent et le suivant^ ce qui est bien un 
véritable minimum. 
Il y a un maximum analogue ; l'équation 

. y=zb — c(x — a]*, 

en fournit un exemple (Jig. iS). 

Ainsi» ponr donner une règle qui fasse connattre, sans exr- 
ception, tous les points où les ordonnées d'une courbe, de 
croissante^ deviennent décroissantes,, ou vice venày il iaui 

prescrj^re ^'égaler à zém ovl à finfini F expression de Jj • ''^ 

aura maximum si la valeur de ce coefficient passe alors du po* 
sitif au négatifs minimum dans le cas contraire, fln'y auwit 
ni maximum ni minimum s'il n'y avait pas de changement de 
signe, ce qui arrivera toutes les fois que le «acteur qui s'éva»^ 
nouira, soit au numérateur, soit au dénominatetir, aura pour 
exposant un nombre pair ou une fraction de numérateur pair. 
84. Continuons l'examen des cas que présente Téqualion 
^ r= 6 -h c (a: — a)*". On vient de voir ce qui arrive quand m est 
une fraction dont le numérateur est pair et le dénominateur 
impair. 

3 
Si le coûUaîre a lieu, que w = j» par exemple, l'équation 

sera 

y= b±Lc[x — a)\ 

à cause que [x — af=t/[x--a)'^sX une expression radicale 
susceptible du double signe i; et comme cette expression 
devient imaginaire pour ar«<a, le point M [fig. i6) offre la 
réunion de deux branches DM et EM, placées l'une au-dessous 
de l'autre sur les mêmes abscisses, et t<}uchant la ligne MP, 

puisque ^ est infini lorsque x = a. Quant à j^,> infini aussi 

drfns ce cas, il a, lorsque :c > a, deux valeurs réelles, l'une cor- 
respondante à la branche ME, et de signe contraire à celui de 

7- 
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Tordonnée, Fautre correspondante à la branche DM, et de 
même signe que l'ordonnée, de sorte que la première de ces 
branches est concave vers Taxe AB, et la seconde convexe. 

Il nous reste encore à supposer m une fraction dont le nu- 
mérateur et le dénominateur soient tous deux impairs, qu'on 
ait, par exemple, 

Ici Fordonnée x est réelle avant comme après le point M 

dr * 

(Jig. 17) ; r^ étant ipfini, la courbe touche è ce point la ligne 

d^y* 
PM, et -T-^9 changeant de signe en passant de j? •< a à or >• a, 

il y a au pokit M une inflexion où ce coefficient différentiel est 
infini comme dans les cas précédents, quoique les formes 
soient très-différentes. 

Dans les trois derniers exemples, on a pris m<^i : le cas 
contraire, m > i , ne donnerait pas de formes nouvelles; et pour 
s'en convaincre, il suffit de voir que l'équation proposée, ré- 
solue par rapport à x^ serait 

I 

qui revient au changement de y en x, et réciproquement. Tout 
se passe par rapport à Taxe des x^ de même que par rapport à 
l'axe des y y dans les Jig. 14-17 *• c'est comme si on avait fait 
faire un quart de révolution à ces figures. 

Ainsi le point M de la^îg:. 16, qui est une limite de la courbe, 
dans le sens des abscisses AP, serait un minimum de la varia- 
ble Xy considérée comme une fonction de yi c'est la Jig. 1 1, 
retournée d'équerre sur la droite. 

Il feut observer que les points de minimum et de maximum^ 
marqués sur les^î^. 11, 12^ 16, dépendent de la position de la 
tangente, par rapport aux axes dés coordonnées, et qu'il n'en 
est pas de même des injlexions et des rebroussements, qui sont 



{*) Les fractions dont les termes sont pairs doirent être réduites à leur plus 
•impie expression , et rentrent ainsi dans l'un des trois cas indiqués ci-^lessus. 
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inhérents à ïa courbe, ei subsistent toujours, de quelque ma- 
nière qu'on change la position de ces axes. 

Dans les rebroussements indiqués {fig. i4 et i5), tes deux 
branches se touchent par leur convexité; mais il arrive quel- 
quefois que Tune embrasse l'autre : l'équation 

(r— ^)'=^ 

en offre un exemple. Si on la résout par rapport à y, on trouve 

et Ton aperçoit aisément que lés deux branches de courbes 
fournies par les valeurs de y se réunissent au point À [fig. i8) 
correspondant àar=o, et qu'elles ne passent* point dans la 

partie des abscisses négatives, puisqu'alors le terme x^ devient 
imagiiiaire; mais les expressions 

Ax a * dar' 22 

font voir qu'en A les deux branches ont pour tangente com- 
mune l'axe des x, et qu'elles tournent toutes deux leur con- 
vexité vers cet axe, puisqu'on faisant a: = o, le coefficient dif- 
férentiel du premier ordre est nul, et celui du second est posi- 
tif. Ce point est appelé rebroussement de la seconde espèce^ 
pour le distinguer des autres. 
Il est à remarquer que le coefficient du troisième ordre 

d*r ^5 3 I -J 
da:* 222 

devient alors infini. 

Il y a aussi des courbes où les ))ranches qui se touchent, s'é- 
tendent de chaque côté du point de contact, soit en opposant 
leurs convexités [Jig. 19}, soit en s'embrassant [fig. 20) (*). 

85. Quelquefois les branches des courbes, au lieu de se réu- 
nir en se touchant, se coupent, et ont. chacune leur tangente 
particulier^ : en voici un exemple. 



(*) Ycoez le Traiié du Calcul différentiel et du Calcul intégral, Corne III, 
pag,e63G, n» 20a î 



Lorsqu'on fait x^^^^a, d&ns l'expression 



• «. . j=:6±(ar — a) six — c, 

ses deux yalëuris deyiénnetit égalée: oe point ëi^t donc la réu- 
nion des deux brandies de la coui^be à laquelle elles appaHien- 
nent; mais quoiqu'il n'y ait plus qu'une seule ordonnée y^ l'ex- 
pression de 

'tir -I- y -I- ^ — ^ 

^X -^^x — c 



en se réduisant à dz si a — c, reste encore double ; la valeur po- 
sitive répond à la branche supérieure, et la valeur négative à 
la branche inférieure; l'une et l'autre seront réelles si a>>c^ 
et produiront la Jig. 21. 

Lès poitttl^ dâ {dhâiëtir^ branches ^e réunissent et se ren- 
contrent se nomment points multiples; celui que tlôUâ venons 
d'indiquer est un point double^ puii^u'îl y passé deux bran- 
ches. 

Si l'on généralise l'expression ' précédente de y, dans la 
fohilé 



le poirit correspondant a ^ = ^ île sera double que pour lés 
valeurs paires de Tëxposant m, psii'ce qu'alors seulement le ra- 
dical sera susceptible du double signe dr. Celte remarqué, diie 
à M. Poisson, concourt bien avec ce qu'on a vu dâiis les arti- 
cles précédents, pour montrer qu'il n'y a que la discussion ou 
l'examen de la courbe, aux environs du point singulier, qui en 
puisse faire connaître l'espèce - 

Il faut encore remarquer que si l'on faisait passer le facteur 
x-^a sous le radical, dans la première expression de y, on 
aurait 



y= b -+- sl[x — aY[x — c), 

à.y a (y — a) ^j; — ç) +(^ — g)* 

d^ ^ 2 sl[x^aY[x—c) 

et que la supposition de a: = a donnerait -=^=-5 à cause du 
facteur x — a qui, maintenant, est commun aux deux termes 
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de fraction. En le supprimant, on retrouve 

dr 2(j? — c)-^x — a # x- 



86. Les coufbes sont accompagnées quelquefois de points 
isolés qui ont le caractère des points multiples; mais on tes 
en distingue, parce que les coefficients différentiels, y deve- 
nant imaginaires, soit dès le premier ordre, soît plustai^, mon- 
trent qu'il n'y a pas de points consécutifs (80). 

Soit l'équation 

ajf» — x*-^ bx* = o, 
d'où l'on tire 

d^ x(3x — afe) 

Ici le coefflcient différentiel du premier ordre devient - lors- 
que ^ = o ; mais on peut en avoir la vraie valeur en suppri- 
mant le facteur x, commun aux deux termes de la fraction, et 
l'on obtient 

dy 3x — afe 

^^~:i)/a(x—b)^ 
faisant alors x ::=: o, il en résulte 
ûjr afe 

expression imaginaire. 

Dans la même faypotlièse, l'équation proposée donne j^=o; 
mais cette ordonnée, qui est imaginaire lorsque x est négatif, 
redevient encore telle jusqu'à ce que x^^b; ainsi le point A 
[fig. 22) est absolument détaché de la courbe, quoique eom* 
pris dans son équation. 

Les points de cette espèce se nomment poin/« conjugués ;\\s 
résultent de ce qu'une portion finie de la courbe proposée 
s'évanouit par la détermination particulière de quelque con- 
stante de son équation. La courbe correspondante à l'équation 

ay^-^x^-^ [b — c)x^'hbcx=^Of 



qui donne 

offre un exemple de ces changements. Elle a d'abord le cours 
représenté dans la Jig. 23 ; la supposition de c = o réduit la 
partie AF au seul point A [jig. 22) comme on Ta vu ci-dessus; 
elle prend la Jig. 24 lorsque 6=0, sans que c s'évanouisse, 
et hijig. 25, si Ton fait en même temps ft = o, c = o. 
La fonction 

j^=(ar — aY[x — b) » , 

où m et n désignent des nombres entiers positifs, et ou Ton 
suppose a<Ç^by donne, lorsque J!r = a, m — i coefficients 
différentiels nuls; ce n'est qu'à Tordre m que Timaginaire 
paraît. 

Les courbes ont aussi quelquefois des points singuliers qui 
ne sont pas visibles : ce sont ceux qui résultent d'un nombre 
pair d'inflexions qui se réunissent en une seule (.*]. 

87. Toutes ces espèces de points se forment en général de 
k réunion de plusieurs, branches, produite par l'égalité à la- 
quelle parviennent diverses valeurs de j^, ainsi que cela a lieu 
dans l'équation ^ = é 4- c (ar — a)"*, quand l'exposant m est un 
nombre fractionnaire; mais cette circonstance amène des coef- 
ficients différentiels infinis, puisque dans l'expression 

•^ç^=:m[m — i). . .(i»-^ii-f-i).c(a?— «a)*^% 

Texpôsant m-^ n devient négatif dès que n > n», et qu'à par^ 
tir de ce terme, la supposition de â? = a rend infinis tous les 
coefficients différentiels. 

Là même chose a lieu quand la relation entre y ex x est 
donnée par une. équation où les variables sont mêlées. En 
effet, soit u:^o une équation quelconque entre ^ et^*; on 



(*} Voj^ez pour ces points et pour ceux de serpentetnent, dont ils dérivent, le 
Traité du Calcul différentiel et du Calcul intégral, tome 111/ page 632, nP 190. 
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aura généralement 

du 

da? d/ •' dx du 

Mais quand une valeur particulière x=a rend égales plusieurs 
des valeurs de j, la fonction «, qui ne contient plus alors que 
les quantités x ^^ «> prenant la forme D (j^ — 6)", conduit à 

valeur qui, devenant nulle lorsque j^= ft, rend infinie celle de 

^ si T^ ne s'évanouit pas, et donne - s'il s'évanouit, ce qui 
dâ? dx '^ o 

arrive quand il a pour facteur x — a ou / — b^ 

Les équations 

(X—bY—{x — a)=o, (y—bY^(x — aY = o, 

d'où l'on tire 

dx_ 1 dr^ a(^ — ^) 

ia:~a{x—by dar""3{j— 6)»' 

fournissent des exemples de ces cas, lorsqu'on y fait x = a, 
d'où il résulte r ==* 5 "*^îs en mettant pour y sa valeur dans 
le second cas, et supprimant les facteurs communs aux deux 

termes de la fraction, on trouve j^ infini, quand x = a. 

88. Il est évident que lorsque les coefficients différentiels 
deviennent infinis, la série de Taylor, formée par ces coeffi- 
cients, ne peut plus être employée; mais il n'y a pas ici plus 
de paradoxe que dans toutes les autres circonstances où il se 
manifeste des exceptions dans les formules. Lorsqu'on remonte 
à l'origine de ces formules, on reconnaît que le caractère qui 
annonce l'exception montre en même temps pourquoi elle a lieu. 

En effet, la série de Taylor, exprimant le second état d'une 
(onction u dont la variable x a reçu l'accroissement h (23), ne 
doit en général renfermer que des puissances entières de h (20), 
tant qu'on y laisse x indéterminée ; mais il n'en est pas ainsi 
pour toutes les valeurs particulières de cette variable. Par 
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exemple, lorsque ^ = a -+- A, la fonction 

t 

devient 

f t 

et pareille chose aura lieu toutes les fois qu'il disparaîtra une 
quantité soumise à un radical; car si la substitutioii i» x-^hy 
au lieu de x, change en général 7? en 



7P-t-/?A-|-çA«-hetc., 

et qu'une valeur particulière de x rende P = o, l'expression 
ci-dessus deviendra 



7pA -+- qh^-h etc. = A" {;) 4- çA 4- etc.)"*, 

dont le développement ne pourra manquer de contenir des 
puissances fractionnaires de l'accroissement A. 

Ce changement de forme est la suite nécessaire de la réduc^^ 
tion momentanée que la disparition du radical apporte dans le 
nombre des valeurs de la fonction proposée. Dans l'état géné- 
ral de la fonction, chaque valeur a son accroissement particu- 
lier qui la perpétue : ainsi pour >, 

uzsrbdz^x — a, 

le théorème de Taylor donne les deux séries 

tt'— M = ±i(a: — apAiFg(^ — apA«±:etc; 

le signe supérieur répond à l'une des valeurs de u, et Tinlé- 
rieur à l'autre. De même, quand la fonction dépend d'une équa- 
tion où les variables sont mêlées, l'expression des coefBcients 
différentiels, contenant, outre la variable indépendante, la fonc- 
tion elle-même, reçoit de celle-ci autant de valeurs qu'elle en 
comporte (51), et le nombre des accroissements fournis parla 
série de Taylor demeure égal à celui des valeurs de la fonction. 
Mais, dans les cas particuliers où plusieurs de ces valeurs se 
réduisent à une seule, il faut qu'à cette valeur unique répondent 
plusieurs accroissements divers, pour que la fonction puisse 
recouvrer toutes celles qu'elle doit avoir en général. Or, c'est 
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ce qui tésuhe des puissances fractionnaires de h, parce qu'elles 
sont susceptibles d'un nombre de déternrinatkms marqué par 
le degré du radical qui les affecte. Ainsi» dans l'exemple ci- 
dessus, lorsque ^ = £e, on a 



1 



les deux différences + A', — h*, appliquées à la valeur unique 
u = b, reproduisent les deux valeurs que la fonction u com- 
pose en général. 

89. On voit bien ici que le coefficient différentiel de la fonc-» 
tion u, étant exprimé par 

a' — u .A' ,1 



A' 

conserve A au dénominateur et devient infini quand A =: o. 

L'infini ne se montre pas toujours ainsi au premier coeffi- 
cient différentiel ; mais on le trouve, à partir d'un ordre plus ou 
mdiftâ élevé, dès que le déVeloppemeiït dé tt' — u doit renfer- 
mer des puissances fractionnaires de A. 

Soit en général 

u' = «-hJ>A*-f-QA^+...4-TA*4-fetC.; 

u' étant fonction du binôme jp^^- A, on aura 7nr = g[J" i^^)» 

équation dont chaque membre est aussi une fonction de ^+ A. 
Si oii les différentie successivement par rapport à A et par rap- 
port à X, il Viehdra 

dA' ■" da?dA' djrd A "" dx' ' ^" dA» "" dx' * 

et ainsi des autres, ce qui fait voir que la fonction u' a, par 
rapporta A, lés mêmes coefficients différentiels que par rap- 
port à X : on passé ensuite à ceux de u, en faisant A = o. 
Cela posé, un terme quelconque TA* en produit, dans Tex- 

pression de -jxr> ^^'^ ^^ ''^ ^^*^^^^ 

«(t_,)(ç_2)...(c_n-t-i)TA*-". 
Tant que le nombre n sera au-dessous de «, l'exposant e — n 
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étant positif, la supposition de A =^ o fera évanouir ce terme; 
et si le nombre c = n, il viendra 

^ = .(._0....T; 

mais si le nombre < est fractionnaire, l'exposant c — n passera 

du positif au négatif sans s'évanouir. Dans ce dernier cas, qili a 

lieu dès que n surpasse c, le terme devient inûni lorsqu'on y 

% d* it 

fait A = o, et par conséquent aussi la valeur de j^ dont il fait 

partie. 

Il est visible que les termes à exposant fractionnaire peuvent 
être précédés par des termes où l'exposant est entier, ce dont 
la fonction très-simple 

u = 6:p"-h c(x — a)^ 

offre un exemple quand ^>m, et qu'on y fait :r = a : ses 

coefiicients différentiels demeurent finis jusqu'à l'ordre m în<- 
clusivement. 

90. Il faut bien observer que, dans ce qui précède, c'est la 
quantité comprise sous les radicaux qui s'anéantit; car les ra- 
dicaux pourraient aussi disparaître, s'ils étaient multipliés par 
un facteur que la valeur particulière de x rendit nul : on en a 
vu un exemple au n"* 85; mais ce cas ne fait point exception à 
la série de Taylor, parce que les radicaux qui ont disparu dans 
la valeur de la fonction reparaissent dans ses coefficients dif- 
férentiels. 

Soit, par exemple, 

u=zb±{x — aY^x — c; 

la supposition de j: = a, qui rend égales les deux valeurs de m, 
ne fait disparaître les coefficients différentiels que jusqu'à l'or- 
dre m exclusivement, puisqu'en opérant ici comme dans le 
n*» 57, on trouve que tous les coefficients différentiels des 
ordres inférieurs contiennent le facteur x — a à chacun de 
leurs termes, mais que 

g^ = ±m(/n — i)...i.V':r — c4-etc. 
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Ce coeiBcieni différenliel et ceux qui le suivent, ayant ch»- 
cun deux valeurs, forment deux séries qui reproduisent les 
valeurs de la fonction proposée. 

91. Les considérations géométriques confirment les re- 
marques précédentes; on voit que la courbe de la^J^, 26, qui 
n'a qu'une seule ordonnée au point E correspondant à l'ab- 
scisse AC, ne peut en avoir deux sur Tabscisse consécutive Ae, 
que parce que l'ordonnée CE reçoit deux changements distincts 
qe et qe^; mais les ordonnées ce et ce' n'éprouveront plus cha- 
cune qu'un seul changement quand on partira d'une abscisse 
différente de AC. 

La même chose arrive au point multiple G où deux branches 
delà courbe se coupent; l'ordonnée particulière FG éprouve 
aussi pour un seul accroissement d'abscisse ¥f deux change- 
ments rg et r^. 

i 92. Non-seulement la série qui exprime le changement 

d'une foaction doit, dans certains cas particuliers, contenir 
des exposants fractionnaires, mais il peut s'en trouver aussi de 
négatifs. 

1^ Si l'on avait, par exemple, 

^ P 



il- 



li. 
)^ 
le 

de 



i 
ï 



P ne renfermant pas le facteur x — a, le changement de x en 
a+ A donnerait 

. p + nA + çA'H-etc. 
"= '^—/^ ' 

expression qui contient des puissances négatives de h. C'est ce 
qui arrive aussi à la fonction 1^?, lorsque âr=o; et, en effet, 
une fonction qui devient infinie lorsque ^= a, ne peut rentrer 
dans les quantités finies, quand j: = a + A, que par un change- 
ment infini. 

93. Les divers cas singuliers que nous venons d'examiner, 
ne tenant qu'à des valeurs particulières de la variable indépen- 
dante, ne sauraient infirmer les conclusions tirées de l'état 
général de la fonction ; et l'on peut les éviter dans la discus- 
sion des courbes, en considérant ce qui se passe avant et après 
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le point dont on veut connaître la nature ; en sortie qqe la re- 
cherche des points singuliers se réduit à cette règl^ ajussi géné- 
rale que sûre, et qui n'exige que remploi du Calcul différen- 
tiel : On obtiendra généralement l'indication de l'abscisse à 
laquelle répond un point singulier, en cherchant dans quel cas 
les coe^cients différentiels, à partir d'un ordre quelconque, 

deviennent nuls, ou infinis, ou — On assignera l'espèce du 

point, i^ en examinant combien il passe de branches de la 
courbe à ce point, et si elles s'étendent ou non en deçà et au 
delà; 2*» en déterminant la position de leur tangente; 3* le sens 
dans lequel elles tournant leur concavité (*). 

Recherche des vraies valeiirs des expressions qui deviennent — 

9&. On a vu dans ce qui précède que les coefficients diffé- 
rentiels se présentaient quelquefois sous la forme - qui paraît 

indéterminée ; néanmoins ils ont toujours une valeur détermi- 
née qu'il peut être utile de connaître, et à laquelle on parvient 
par les principes que je vais exposer. 

Supposons d'abord ces coefficients donnés immédiatement 
par la variable indépendante. Lorsqu'ils sont sous une forme 
fractionnaire, si leyr numérateur et leur dénominateur ont un 

facteur commun, la valeur qui le fera évanouir donnera - : 

cependant il est visible que toute expression de la forme 

V{x — a)'^ 
Q(^ — «)«' 

qfai devient «- quand a: = a, 9l néanmoins une vraie valeur qui 
est nulle, finie ou infinie, selon que m>7i, m=,n, m<^n, 



(*) En quittant ce sujet, je ferai observer que la marche suivie dans ce qui 
précède, pour déterminer les points singuliers des courbes, était déjà tracée 
dans le premier volume du Traité da Calcul différentiel et du Calcul intégral , 
!'« édition, et que la régie d-deisus «e trouve dans la première édition de cet 
«brégé. 
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puisqu'en effaçaat les facteurs communs à ses deux termes, on 
obtient 

serait bien facile d'arriver à ces résultats, si le facteur 
jp — a était en évidence comme>dans l'exemple du n* 85; mais 
on peut toujours l'y mettre par la considération du changement 
des fonctions, ainsi qu'il suit. 

X 

Soit ^ une fraction dont le numérateur et le dénominateur 

s'évanouissent tous deux quand x = a; en substituant a-^h, 
au lieu de x^ les (onctions X et X' se développeront en séries 
de la forme 

AA«+BA^-hetc., A'A«'-hB'A/^'4-6tc., 

et ascendantes, c'esv*à-dire dans lesquelles les exposants a, 
p, etc„ iront en croissant et seront positifs, puisque ces séries 
devront devenir nulles dans l'hypothèse de A = o, qui répond 
à celle de â; = a. Au lieu de la fraction proposée, on aura donc 

AA^-4-BA^-Hetc. 
A'A«'-t-B'A^-t-elc/ 

expression dont les deux termes ont un facteur commun, en A, 
et qui peut présenter les trois cas a > «', çt = a' et a < a'. 
Dans les deux premiers, elle se réduit k 

AA^""^+BA^""^Vetc. , 
A'-t-B'A^'-^«Vetc- ' 

X 

et si l'on y fait A = o, pour revenir à la valeur que prend m» 

quand â? = a, le résultat est nul toutes les fois que a surpasse 

a% e| 61^ é^l h p lorsque ar=: a'. Dans le troisième cas, au 

AQO^raire, ç^ «<; «', on a 

A H- BA^"""' 4- etc. 
A'A«'-*^-B'A^'-«^-etc/ 

ce qui devient iû&ui par la supposition 4e A = o* 
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Dans tous les cas, la vraie valeur ne dépend que du premier 
terme de chaque série 
Ainsi, pour trouver la vraie valeur des fonctions qui se pré* 



o 



sentent sous la forme indéterminée -9 cherchez le premier terme 

de chacune des séries ascendantes qui expriment le développe^ 
ment du numérateur et du dénominateur, lorsque x = a + h ; 
réduisez à sa plus simple expression la nouvelle fraction for- 
mée de ces premiers termes, et faites ensuite h = o: le résultat 
que vous obtiendrez sera la vraie valeur que prend la fraction 
proposée lorsque x = a. . 

95. Quand le second état des fonctions X et X^ correspon- 
dant à ar = a + A, peut se développer par le théorème de Tay- 
lor, on obtient 

^ dXA dOt^ d»X A» 

dx 1 dj?' i.a dx^ 1.2.3 * 

^, ^dX'h ^ d'X^ A' d»X^ A' ^^^ ' 

Ax I dx* 1.2 dx^ i.a.3 

et si la valeur a: = a fait disparaître X et ses coefficients diffé- 
rentiels jusqu'à l'ordre m, X' et ses coefficients différentiels 
jusqu'à Tordre n, la fraction proposée se réduit à 

d"X A- 

T-rr- ^ -h etc. 

dx^ 1.2.3» . m 



d^ 1.2.3. . . n 



•etc. 



quantité qui sera nulle si m>>n, infinie si m<<ny et égale à 
d«X . 

Venons aux applications. 

96. I*. La formule » qui exprime la somme des n pre- 

X ^"" I 

miers termes de la progression par quotient h i :x:x*:x^: etc., 
devient - quand or = 1; cependant cette somme, dans la pro- 
gression H I : I : I : I : etc., à laquelle on est conduit alors, a une 
valeur déterminée, et égale à n, que la règle précédente va 
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nous donner aussi. En effet» après avoir différentié le numéra- 
teur et \i 



^— I 
teur et le dénominateur de l'expression >.on trouve 



dx 



-9 et en écrivant i au lieu de jt, il vient n. 



a®. La vraie valeur de -r-i z r-.» <*^ds le Cas ou 

œ=zCy ne peut s'obtenir qu'après deux différentisitions» car la 
première. donne ; . > résultat qui devient encore -5 mais 

en le différentiant on trouve y 

3^. Si Ton cherche la valeur de la fraction 

jr» — as^ — a^x -h €»* 
x^—a^ ' 

lorsque â; = a» on trouvera, après avoir différentié une fois le 
numérateur et le dénominateur, que 'le premier seul devient 
encore nul quand on meta au lieu de or; ce qui apprend que 
la vraie valeur de la fonction proposée est nulle. Le contraire 
aurait eu lieu pour la fonction 

cix — a?' 



a* — 2a*x -I- aoar* — x^ 



4®. La fonction transcendante y qui devient - lorsque 

jr = o, étant traitée de même, donne cfla — b'X b, qui se réduit 
à la— 16, 

Ce résultat s'obtient tout de suite en substituant aux fonc- 
. tions a* et fr* leurs développements (27), car on trouve 

5!^ = la-16 + [(la)'-{16)»]^-Hetc., 

et la supposition de or s= o réduit le second membre de cette 

équation à son premier terme. En faisant l'opération, on remai^ 

quera qu'il y a un facteur x qui disparaît par la division. 

^'« T 1. .. I — sina:-hcos^ ., .^ , o, ,, 

5*. La fonction -: se réduit a - lorsque lare 

sinar + cosj; — i o ^ 

x^=ii; mais en y appliquant la règle, on trouve que sa vraie 

valeur est alors I. 

6«éd. I. ^ 8 
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6*». J'indiquerai encore les fonctions 

a—x — ala-halx x* — x 

- — et I 5 

a — v^oo? — x^ ' — x^ IX 

dont la première devient - lorsquej?=a, et la seconde lorsque 

x = i: leurs vraies valeurs sont respectivement — i et — 2. 

97. Quand les facteurs qui s'évanouissent dans les deux ter- 
mes de la fraction proposée sont élevés à des puissances frac- 
tionnaires, les développements ne pouvant plus s'obtenir par 
la série de Taylor (88), le procédé du n" 95 ne réussit pas. 

Si Ton avait, par exemple, ^ x» quoiquela vraie valeur 

(x — a)»" . 

de cette^ fraction, lorsque x = a, soit { 2 a) ^ on n'y parviendrait 
jamais par la différentiat»on : on trouverait successivement 



3x{x^—a*y 

+ 3 a?» {x^ 
\.i(x-ap 



iix'—a^Y-h^xHx^—a') * , 
— i i — L i-- i — 9 etc. 



Le premier de ces résultats devient encore -? quand on fait 

x = a, ex la même supposition rend infinis les numérateurs et 
les dénominateurs de chacun des suivants. Si Ton fait disparaî- 
tre les exposants négatifs, en passant au dénominateur ceux 
qui se trouvent dans le numérateur, et vice versa, les expres- 
sions nouvelles qui naîtront de ce changement se réduiront 

toutes k ■^' Mais si Ton a recovirs au développement immédiat 

1 
suivant la forme du n*> 94, la flraction ^ f » devint 

i ■— — ^ = (2eH-A)S 

h" 
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en changeant a: en a -h h ; et faisant A =±: o, on obtient la vraie 
valeur (2 a) \ 

Le Même procédé paraîtra quelquefois plus cJonimode que 
la différentiation, dans le cas où elle peut s'employer. Ce n'est, 
par exemple, qu'après avoir différentié quatre fois de suite le 
numérateur et le dénominateur de la fraction 

qu'on parvient à en trouver la vraie valeur, dans !è cas o\ix=a. 
En écrivant a H- A au Heu de Xy cotnme le prescrit la règle, 
il vient 

2fl^-f-2a'A — ah^-i-h* — 2aVa»-f-2gA 

— 2«»-f-A»-|-2aVo'— A* 

réduisant en série les deux quantités radicales, on aura 

V«»4-2aA = «4-A-^ + ;^,_^ + etc., 
2a 2a* oa* 

, . t Al JU 

v/a*-A»==a— lî Q^-etc. 

2a 8 a* 

La substitution de ceft deu« sultêf^r ^^^Mb laf frtfctton pté\ié'- 
dénie, dcMftieia^ — 5 « pour là» xnMile vâlèi«^ èbèfthée. 

98* Une fonction peut encoie se présenter soua plusieurs 

formes indéterminées, différentes en apparence de -» maïs qui, 

dans le fond, reviennent au même, et qu'il est bon de con- 
naître. 

X 

I*. Le numérateur et le dénominateur de là fraction =7 peu- 

vent devenir infinis en même temps; mais cette fracWerti étant 
I 

écrite ainsi : — » se réduit à -» lorsqtte X et X' sont infinis. 

X 

2*». Il peut arriver qu'on rencontre un produit composé de 
deux facteurs, l'un infini et l'autre nul. SoitPQ ce produit; si 

8. 
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la supposition de ^ = a donne P = o, Q = -» on observera 

Pi o 

que PQ = — , que ^ = o; et sous celte forme, PQ deviendra -• 

Q 
Nous prendrons pour exemple la fonction 

(i — j?)tang-trj7, 

YT désignant la demi-circonférence. Quand on y fait ^==19 le 
premier facteur devient nul et le second infini; mais comme 



. = cot-irir. 



tangjir^ a 

on obtient 

I I —" Ûlf 

(i — ;r)tang-ir^^ — -; — ; 
^ ' ®2 cot^wa?' 

fonction dont la vraie valeur - se trouve par le procédé du 
n» 95. 

99. Si Ton demandait la valeur que reçoit la fonction -- 

quand x est infini, ou, ce qui est la même chose, la limite de 
cette fonction, on ne pourrait y parvenir par aucun des procédés 
dont nous avons fait usage jusqu'à présent, à caisse de l'impos- 
sibilité de réduire \x en série (39), et il faudrait recourir aux 
considérations particulières à la nature de la fonction propo- 
sée \x. 

En changeant x en n ei a en x, dans le développement de 
af (27), on aurait 

d'où l'on conclurait 

\x \x 



n\x n*(\xY n^lxY 
I 1.2 1.2.3 



f-^-iH h— ^ — ^-f-etc. 

Ix 1.2 I.2«3 
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quantité qui tend à devenir nulle à mesure que x augmente» au 
moins tant que n n'est pas d'une petitesse comparable à celle 

dejL(98). 

n suit de là que l'expression inverse p est infinie, sous les 
mêmes conditions. 
Ceci conduit à la valeur que prend le produit ^l;r, quand 

^ = o ; car en faisant a: = i, on trouve a:* 1 ar =— LT- le second 

T T* 

membre devenant nul lorsque y est [infini , il s'ensuit que 
af'Xx = o> lorsque j? = o. 

100. La vraie valeur des coefficients différentiels donnés par 
une équation où les variables sont mêlées, s'obtient d'une ma- 
nière analogue» en passant aux équations différentielles des 

ordres supérieurs. En effet, si ^^ et 4^ s'anéantissaient dans 

<ix ajr 

le développement de 

f[x+k,r-hk) — t[x,r) = o, (48), 

il se réduirait à 

dP*-^^d^**-^dP*^ + «^- = o5 
en y faisant A* = o A, on aurait pour déterminer la limite de 9, 
ou -j^j réquation 

àru d'il iy d'tf /d/y_ 

dx^'^^dx&xdx'^ dx'\d^) ""^' 
du second degré, par rapport au coefficient différentiel cher- 
ché, et donnant par conséquent deux valeurs au lieu d'une 
seule qu'eût fournie l'équation 

dw dwd^f 

dx dj^dar ' 

si elle n'était pas devenue illusoire (iS). 
Il est facile de voir que si les trois fonctions 

tl'ii d'ii d'à 
d^*' d^d^' dx^ 
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devenaient nulles, on tomberait sur une équation du troisième 
degré , et ainsi de suite. 

Ces équations élevées résultent des différentiations succes- 
sives de la première, en y regardant dj? et d^ comme con- 
stants : mais U s'est pas nécessaire de s'arrêter à cette considé- 
ration, parce qu'on retrouve ces mêmes équations dans la suite 
' des différentielles fournies par la proposée w = o; car la pre- 
mière 

da . , du . 

étant représentée , pour abréger, par 

Md^H-Ndjr = o, 

sa4Urérentielle prise en y regardant y comme fonction de x, 
suivant la nègle du ii^ M, est de la forme 

Pdj?*4-Qdjrd/-HRd7»-f-Md»/3co, 

et se réduisant à 

Pda:*-f-Qd:rd/-hRd^«=o, 

quand N = o, devient du premier ordre; elle donne alors deux 

Ar 
valeurs de ûjr, et par conséquent de v^ 9 au Heu d'une seule. 

Silea coefilciemfl P, Q, R s'anéantissaient aussi, il iMUkaft 
passer alors à l'équation différentielle du troisième ordre, qui 
deviendrait du premier. On verra bientôt des applications de 
cette remarque (10^]^ ç'çst pourquoi je n'en donne point ici. 

101. La détermination des maximums et des minimums étant 
l'une des plus importantes de l'analyse, je crois devçir la re- 
prendre d'une manière générale et indépendante dç la consi- 
dération des courbes. 

On a déjà vu (83] qu^ le caractère essentiel du maximum 
consiste en ce qu'il surpasse en même temps les valeurs qui le, 
précèdent et celles qui le suivent immédiatenient; le contraire 
a lieu pour le minimum : ii est moindre que les valeurs qui le 
précèdent et qui le suivent immédiatement * 

Considérons sous la forme la plus générale le développe- 
ment du second état de u=s^î{x), lorsqu'on donne à x une 
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valeur particulière a, et qu'on change ensuite a en «-+- A; et 
faisons en conséquence 

w'= wH- P A«-h QA^-f- RAy-hetc, 

les exposants a, p, 7, etc*, étant entiers ou fractionnaires, mais 
rangés suivant Tordre de leur grandeur, en commençant par le 
plus petit. Cela posé, l'état de u, correspondant ka — A se dé- 
duira de u\ en écrivant -^ A au lieu de A; et en le désignant 
par u„ on aura 

■ «,= i, + P(_A)«4-Q{— Aj/'-f.Rl— A)3'+etc., 

d'où il suit que les différences entre l'état primitif u et les états 
précédents et suivants, seront 

a,— M = P{— A)«-|-Q(— Aj'^-f-Rl— Aj^H-etc, 
w,— w=PA* -f-QA^ -t-RA^ -F etc.; 

mais eUes doivent être toutes deux négatives quand uesi un 
maximum^ positives dans le cas contraire, et cela quelque petit 
que soit l'accroissement A : il faut donc, dans l'un et l'autre 
«fl, que les premiers termes P ( — A)** et P A* soient de même 
signe. Or, le coefficient P étant une fonction de a, qui ne 
change point de signe, il faut pour que la puissance a de A n'en 
change pas non plus» que .son exposant soit un nombre pair, 
ou une fraction qui, réduite à sa plus simple expression, ait un 
numérateur pair. On aura alors 

a,— M=:PA«H-etc., 

m'— w = PA°'4-etc.; 

si P a par lui-même le signe -h> ces deux différences seront po- 
sitives, et u sera un minimum; si P a le signe — , ces mêmes 
différences seront négatives, et u sera un mtzximum. 

102. Pour appliquer la remarque précédente à la détermina- 
tion qui nous occupe, il faut distinguer le cas où l'exposant « 
est entier, de celui où il est fractionnaire. 

Dans le premier cas, la série de Taylor s'accorde avec le dé- 
veloppement de u', au moins jusqu'au terme P A* inclusive- 
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ment (89 ], en sor.te que 

1.2. ..a dj:"' 

et puisque l'exposant a doit être un nombre pair, quand u 
est un maximum ou un minimum, il faut d'abord que la sup- 
position Ae x = a fasse évanouir le coefficient différentiel 

V-» qui est d'ordre impair: a est donc une des racines de Té- 

quation-r- =o. Il faut en outre que cette môme valeur ne 

d'à 
rende pas nul x-;» ou que, si cela arrive, elle rende nul aussi 

\x oc 

d'M , d*a r / , » . j t * 

^» mais non pas -r— j» et en général, que le premier des coef- 
ficients différentiels qu'elle ne fait pas évanouir soit d'ordre 
pair; elle rendra alors u m^aximum, si ce dernier coefBcient est 
négatif, et minimum dans le cas contraire. Voilà pour le cas 
oii l'exposant a est entier. 

S'il est fractionnaire et >* i, la valeur or = a, qui donne au 
développement de u' la forme particulière qu'il prend alors, 
doit anéantir tous les coefficients différentiels des ordres dont 

l'exposant est <; a (89) : l'équation jp = o indiquera donc en- 

core ceue valeur a7=;:a; mais pour s'assurer si elle donne un 
maximum ou un minimum, il pourra être nécessaire de calculer 
à priari les différences u, — uelu' — u, dans la supposition 
de A très-petite, afin de savoir si leurs premiers termes sont 
de même signe et quel il est 

ïïofin, quand a << i, -=- devenant infini, c'est alors l'équation 

ÇLX ■ 

l 
i _ 

dx 

qui indique la valeur a7 = a, dont la propriété se discuté, 
comme il vient d'être dit pour le cas où a > i . On voit encore 
par là, comme dans le n® 83, que pour embrasser les différents 
cas de la détermination des valeurs de x, qui peuvent rendre 
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la fonction u maximum ou minimum, il faut examiner toutes 
celles qui rendent «— nul ou infini; mais Je pense que la ma- 
nière la plus simple de faire cet examen, sera le plus souvent 
de chercher si -r- change de signe ou non (83) , aux environs 

de la valeur trouvée pour x^ 
L'application des règles précédentes à la fonction 

iic=fr-f-c(a? — a)", 

qui m'a servi d'exemple dans le n° 83, est trop simple pour s'y 
arrêter; c'est pourquoi je passerai aux questions suivantes. 

103. Partager une quantité a en deux parties^ de manière 
que le produit de la puissance m de la première par la puis- 
scmce n de la seconde, soit le plus grand de tous les produits 
semblables qu'on pourrait former. 

Soit X une des parties de a; l'autre sera a-^x; et le pro- 
duit dont on cherche le maximum étant représenté par a, on 
aura u=zx^(a — :r )", d'où l'on tirera 

— =zmx'^*(a — a?)* — nx^{a — ^)""* 

= [ma — mx — nx]x'*-^[a — ^)*~*; 

et en égalant à zéro chacun des facteurs de ce résultat, on trou- 
vera 

ma 
m -\-n ' 



La première de ces valeurs répond à un m^Lximum; car lors- 

d^ 



qu'on la substitue dans l'expression générale de -r—^r elle 



donne la quantité négative 



(m-f- n)"" 

Les deux autres répondront à des minimums, lorsque m et n 
seront pairs, comme on peut s'en assurer par l'examen des coef- 
ficients différentiels, ou plus simplement encore, en faisant 
a: =± A et or == a± A. On trouvera toujours un résultat posl- 
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tif dans t-un et Tautre cas, quel que soit le signe qu'on donne 
à Ay ce qui prouve que la fonction proposée, après avoir décru 
jusqu'à devenir nulle, ne passe point au négatif, mais qu'elle 
recommence à croître. 

10%. Je considérerai encore la fonction que y désigne dans 
l'équation 

/• — 2 mxy-^- x^ — a'== o, 

dont la différentielle est 

(y — 9nx)&y — [my — a?)dar = o (M); 

il viendra 

ày my — x 

Ax y — mx 

d'où Ton tirera 

my — ;r = o. 

Pour obtenir la valeur de x^ il faudra combiner cette dernière 
équation avec la proposée ; on aura par ce moyen 



X x^ 
r = — » — r — x^ — a' = o, 
-^ m m^ 



d'où il résulte 



ma a 

^i—m^ ^i— m* 

d'r 
Il reste à examiner ce que devient le coefficient t-^,« La dif- 

férentielle seconde de l'équation proposée donne la suivante, 

(/— mar) -r-^ •+• X^ — 2 m ;r^ -f-I = o, 

^'^ ' dx^ dx^ dx 

que la supposition de ;p- == o réduit à 

(j — m^)g^^-i=o, 

et d'où rx)n tire 

d'y_ I 



dx^ y — mx'^ 
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puis mettant la valeur de :r et celle de j, en troi^ve 

d^* asii—m}' 

ce résultat étant négatif, montre que la valeur de j, déterminée 
ci-dessus, est un nuiximum. 

Exemple de Vanalyse d'une courbe. 

105. On divise les lignes en différents ordres d'après te de- 
gré de leur équation. La ligne droite forme le premier ordre, 
parce qu'elle représente l'équation générale du premier degré 
à deux indéterminées. Les lignes du second et du troisième 
ordre sont celles dont les équations montent au second ou au 
troisième degré, et ainsi des autres. Newton, eonsWérant que 
le premier ordre ne renfermait que la ligne droiie, et que les 
(Xmrbes ne commençaient à se montrer que dans le second, 
divisa ce$ dernières en genres, et nomma courber du premier 
genre les lignes du second ordre, courbes du deuxième genre 
les lignes du isoisième ordre, et ainsi de suite. 

Les li^es d'un même ordre se subdivisent en espèces, par 
la considération des principales circonstances de leur cours. 

S'il était possible de résoudre les équations de tous les de- 
^, rien ne serait plus facile que de suivre le cours de la 
courbe que représente une équation algébrique quelconque. 
En effet, supposons que cette équation étant résolue par rap- 
port à l'une des indéterminées qu'elle renferme, 7 par exem- 
ple, fournisse les différentes racines X', X*^, X*', etc., qui se- 
ront nécessairement des fonctions de se et de constantes ; la 
question se réduira à examiner en particulier le cours de cha- 
cune des lignes produites par les équations 

^=x', r=x^ r=x^ etc.. 

lorsqu'on donne à x toutes les valeurs tant positives que néga^ 
tives, que peuvent admettre les fonctions X', X", X**, etc., sans 
cesser d'être réelles. Ces lignes seront autant de branches de la 
courbe que représente l'équation proposée. 

I-*étendue de chaque branche sera déterminée par celle que 
comprennent les diverses solutions dont est susceptible Té- 
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quation qu'elle représente en particulier. Si parmi les quantités 
X', X'', X"', etc., il s'en trouve qui deviennent infinies, ou dans 
lesquelles on puisse supposer x infini, il en naîtra des bran- 
ches dont le cours sera infini, puisqu'elles pourront s'éloigner 
indéfiniment de l'un des axes ou de tous les deux à la fois. 

Dans les courbes algébriques, une branche ne s'arrête que 
parce que l'expression de son ordonnée devient imaginaire; 
maïs le cours de la courbe proposée n'est pas interrompu pour 
cela : il arrive seulement alors que deux branches se réunissent 
et se continuent réciproquement. On s'en convaincra en obser- 
vant que les valeurs imaginaires de x sont nécessairement en 
nombre pair, et que celles d'un même couple ont été réelles et 
égales avant de devenir imaginaires. En effet, Téquation propo- 
sée pouvant toujours se décomposer en facteurs réels du pre- 
mier et du second degré, si l'on représente par ^ — 2P7-4-Q=o 
un de ces derniers, on verra que ses racines, P±^P'— Q, 
ne deviennent imaginaires qu'à cause que Q devient plus grand 
que P% de moindre qu'il était d'abord, et qu'il y a par consé- 
quent un point où les fonctions de x que désignent les lettres 
P et Q, sont telles que P* = Q, ce qui anéantit la quantité ra- 
dicale, et donne pour y deux valeurs égales. 

Si plusieurs branches se coupent dans un point, il arrivera 
aussi qu'un pareil nombre de valeurs de 7 deviendront égales. 

106. Soit, pour exemple, l'équation 

y^ — 96a*j'*+iooa*a?' — ar<=:o. 

Cette équation, résoluble à la manière de celles du second de- 
gré, soit par rapport à j, soit par rapport à x, donne . 



j = ±:V^48fl'±V^23o4a*— iooa'a:»-|-:r*; 
et si, pour abréger, on fait 

23o4 a* — 100 «' x^-\'X^=- N, 
on en tirera les quatre valeurs 



(1) j= V48a'H-v/N, (2) /= \/48a«— v/N, 
(3) :r = — \/48a'4-\^, (4) j^=-\^48«'-V^N, 
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dont il fauti d'après ce qui précède, examiner la marche» pour 
déterminer le cours des lignes qui les représentent. 

On voit d'abord que les valeurs (3) et (4)» ne différant de (i) 
et (a) que par le signe, doivent donner des branches pareilles 
à celles qui résultent de ces dernières, mais seulement pla- 
cées au-dessous de l'axe des x^ De plus, comme la fonction N 
ne renferme que des puissances paires de x^ elle reste la même 
lorsqu^on y change H- ar en — x\ ainsi le côté négatif de Taxe 
des x doit offrir des parties de la courbe pareilles à celles qui 
sont du côté des x positifs, en sorte que cette courbe est par- 
tagée par les axes des coordonnées, en quatre parties égales et 
semblables : c'est aussi ce que l'on voit par Téquation même, 
qui ne change point, quelque signe que l'on donne à chacune 
des variables â? et 7. 

Examinons donc en particulier les valeurs (i) et (a). Elles 
ne peuvent être réelles qu'autant que la valeur de N est positive; 
mais cette fonction, étant rationnelle et entière, ne saurait 
changer de signe qu'en passant par zéro : les racines de l'équa- 
tion 

X* — iooa'a:*-|-2r3o4a* = 0, 

seront donc les limites des valeurs que l'on peut donner à x. 
Oq trouvera que le premier membre de cette équation se dé- 
compose dans les facteurs 

il sera donc négatif quand J7>6a et -<8a, parce qu'alors un 
seul de ses facteurs changera de signe ; ainsi la courbe ne s'é- 
tend point au-dessus de la partie de l'axe des abscisses com- 
prise entre a: = 6aeta: = 8a; mais depuis ;p = 8 a, N devien- 
dra positive pour toujours. 
On observera ensuite qu'à 

«r = o, â? = 6 iz, ^ = 8 a, 
répondent, dans l'équation (i), les valeurs 

. r=^i^\ r=sf^\ y=\/^\ 

Cette équation fournit donc, i* une partie DF (Jig. 27) qui s'é- 
tend du point D, pris dans l'axe AC, au point F dont l'abscisse 
AE = 6<i; a» une autre partie HX, qui, partant du ; point H 
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dont Tàbscisse A6 = 8 a, s'étend à Finfini dans Tarigle BAC, 
où les x et les jr sont positlfe. 

L'équation (2) ne donnera, comme l'équation (i), qne des 
valeurs imaginaires entre x^:^6aeXx=:;Sa; mais aux valeurs 

ar = o, x = 6a, x = 8a, ' 
répondent ' 

qui font voir, i" que l'équation {2) donne une partie AF qui va 
se joindre à la partie DF, au point F où les deux racines (i) 
et (2] deviennent égales; 2"* que du point H, sur la partie HX 
fournie par l'équation (i), part une portion HK, résultant de 
l'équation (2) dans laquelle / décroît Jusqu'à zéro, lorsque 
V^N = 48 a\ ce qui indique le point I situé sur l'axe des x : passé 
ee point, ^devenant >>43aS la valeur (2) es% imaf insère 
pour toujours, et la portion HI finit à sa jonctio» avec la por-^ 
tion correspondante, située au-dessous de l'axe des âff. L'ab- 
scisse AI est évidemment déterminée par l'équation 

(48 «')'= 23o4 a* — looa^x^-ho^, 

qui revient à 

X* — iooa'^»=:o, 

d'où l'on Ure 

x = o et a7=±:io«« 

L'abscisse J7s±io étant celle du pdim A déjà indiqué, c*est 
x = ioa qui donne le point I, où se termine la partie HL 

Il est à propos de remarquer que les ïK)ints À, D et I se dé- 
termineraient immédiatement par l'équation proposée, en cher- 
chant ceux où la courbe rencontre les axes des coordonnées, 
et que la discussion précédente, analogue à celle de l'équalion 
générale du second degré (Trig., m), suffît pour faire con- 
naître l'étendue des diverses parties de la courbe, mais n'en 
donne pas la forme précise. C'est au contraire ce que fait l'ap- 
plication du Calcul différentiel, qui, de plus, abrège beshieoiip 
la récherche des limites des branches, et a l'avantage de mon- 
trer comment cette recherche pourrait s'effectuer lors même 
que î'équation de la courbe proposée serait d'an degré trop 
élevé, pour qu'on pût obtenir l'expression générale de Tune 
des variables, par le moyen de l'autre. 
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107. Je commencerai celle nouvelle discussion par l'exa- 
men des branches infinies de la courbe proposée. L'inspection 
des valeurs de y (106) nous a déjà fait connaître que cette 
courbe a, dans chaque angle des axes des coordonnées^ une 
branche pour laquelle les variables a: et y sont infinies en 
même temps; mais sans recourir aux formules citées, si l'on 
fait jr = to, l'équation de cette courbe se divise par ar», et de- 
vient 

i*x* — gSa'^'+iooa* — a:* = o, 

d'où l'on lire 

looa' — g6a*/* 

I— /* 

résultat qui donne j: = db infini, lorsque /=±:i, et alors 

On aura ensuite (73) 

d:F jf^— 5o a^x^ — y*'^ ^8 a^y^ 

"^dy^ x^ — 5oa»ar * 

dr y* — 48ay — a?^H-5o.fl'jr' 

^ ^ dx jHi— 48aY ' 

expressions qui, lorsqu'on y met pour /* sa valeur, se ré- 
duisent à 

Sofl»^:'— 4«ay 48ay— Sog*j?* 
AT» — Moc?x •' y^—lfia^y 

diminuent sans cesse a mesure que x^xy augmentent, et dont 
la limita quand x et / =d= infini, est zéro. On voit par là (73) 
que la courbe proposée a deux asymptotes, passant par l'ori- 
gine des coordonnées. Pour achever de les déterminer, il faui 
prendre dans la même hypothèse la limite de l'expression de 

dr 

-y^ ; et formant toutes les combinaisons des signes -h et — ^on 

^x 

trouvera iti, ce qui montre que les asymptotes cherchées 

font, avec Taxe des abscisses, des angles ±: off,5: on ne les a 

point tirées, afin de ne pas trop compliquer la figure. 

108. Venons maintenant aux points singuliers de la courbe 
que nous discutons. Son équation différentielle première, 

(T* — ffia^y) dj-h (5oa»x-^^^) djF = o 
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conduit à 

dy x^ — 5oa^x 

En égalant à zéro le numérateur de ce coefficient différentieL, 
on trouve ;r == o et x* — 5o a^ = o. La première valeur de x, sub- 
stituée dans réquation proposée, donne j^=o et j=±=±V96a*; 

d y o 
mais comme, en faisant x = o et r=o, il vient v^ = -j il 

•^ dj; o 

faut, suivant le procédé du n'' 100, pai^ser à l'équation diffé- 

srehtielle seconde, que la supposition ci-dessus réduit à 

— 48a»d/»-K 5o a» dar> = 0, 
d'où 






Il suit, de ces valeurs, qu'au point A la courbe est touchée par 
deux droites faisant avec l'axe des abscisses deux angles dont 
les tangentes trigonométriques sont 

^ /5ô 5/2 , /5ô 5 , /i 

et que c'est par conséquent un point multiple (85). 

Pour achever de connaître la forme ^e la courbe à ce point, 

il faut savoir de quel côté les branches tournent leur concavité, 

d*r 
et déterminer en conséquence le signe de t-~ avant et après, 

(XX 

ce qui pourrait entraîner des longueurs, à cause que les deux 

variables entrent à la fois dans son expression. On arrive plus' 

promptement au but, en cherchant la valeur de ce coefficient 

donnée, pour le point même, par l'équation différentielle 

troisième, que la supposition de x=zo, ^=0, réduit à 

i^a^dxd^X = ^* 6^ d'où il faut nécessairement conclure 

d' y* dy* 

j^ = o, puisque -^ n'est pas nul. Le second coefflcient dif- 

U^ fXX 

férentiel étant égal à zéro, passons au troisième qui se tire de 
la différentielle quatrième. Cette dernière, en y faisant x, y et 
d^/nuls, se réduit à 

— 4.48a»d7d^7rf.6d7*— 6dar^ = o; 
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l'on en dédiiit «lors / 

en mettant pour ^ sa valeur ^\/jô' Par ce moyfeh l'ex- 
pression de la distance entre la courbe et sa tangente, pour 
Fabscisse x-\-h (76), devient 



ce qui montre que la branche touchée par la droite AL, qui 

dr 
répond à la valeur positive de j^ 9 est au-dessus de cette droite 

du côté des abscisses positives, et au-dessous du côté des 
abscisses négatives^ et que le contraire a lieu pour la branche 
touchée par la droite AL'; que, par coqpéquent, chacune des 
branches de la. courbe subit au point A une inflexion. 

109. Je reviens aux valeurs ^ = ±: ^96 a» = ± 4 « V^. Elles 

rendent véritablement nulle l'expression de -p 9 puisqu'elles 

ne font pas évanouir son dénominateur : ainsi, aux points D 

et D' que ces valeurs indiquent, la tangente est parallèle à 

Taxe des abscisses. 

On reconnaîtra qu'au point D l'ordonnée est un maximum 

d*r 
positif, soit en cherchant ce que devient -r-^ (102), soit en 

s'assurant que l'ordonnée qui la précède et celle qui la suit 
immédiatement sont toutes deux plus petites. Ces deux moyens 
sont également faciles ici; d'abord le deuxième, puisqu'on a 
les valeurs de j(106), et qu'il s'agit de celles où le second 
radical a le signe -+-. Quant au premier moyen, l'équation difTé-* 

rentielle seconde, en y faisant ^ = o, ^=±: v^gôa' et j^ = o, 

d' Y 
donne tout de suite la valeur de -r~ avec le signe — pour le 

point D, ce qui indique bien un maximum, et avec le signe + 
pour le point D', qu'il faut considérer comme un minimum^ 

6«éd. I. g 
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puisque toute augmentation dans le sens négatif revient a un 
décroissemem par rapport aux quantités positives. 
Il reste encore à examiner les racines de Téquation 

j?*— 5oa^ = o, savoir x = -i:Sa^. 

En les substituant dans Téquation proposée» elles rendent ima- 
ginaires les expressions de y, et par conséquent n'appartien- 
nent point à la courbe. 

110. Cherchons maintenant les valeurs de x et de y, qui 
peuvent rendre infinie celle de -^^ Égalons pour cela son dé- 

u X 

nominateur à «éro, ce qui fournira l'équation /« — 48 a'j^= o, 
d'où il résulte x=o elx=±^^8a^. La première valeur, mise 
dans réquatiôn de la courbe, donne loo à^x^ — x* = o ; et Ton 
en conclut a:= o, x=r rt loa. La racine x = o indique encore 
le point multiple placé à l'origine A ; les deux autres répondent 
aux points I et V, où la courbe rencontre de nouveau Taxe des 
abscisses» mais de manière que sa tangente est perpendicuhîre 
à cet axe, puisqiiie les valeurs ^ =:rfc lo a ne font point éva- 
nouir le numérateur de ~ 

On voii que ce sont les jpoints à partir desquels les valeurs 
de r» où le second radical a le signe — , deviennent imaginaires 
pour toujours. Oa pourrait les considérer conaoïe des maxi- 
mums par rapport à la variable x et à Taxe AC; et on les con- 

' d^x 
staterait par l'examen des valeurs correspondantes de -=— , 

obtenues en considérant, dans les différenttatîons, x comme 
fonction de 7, au lie\i de prendre y pour une fonction de x. 

Les deux dernières valeurs ^=t£±: \/|8^£i=±4« V^ con- 
duisent kx = ±:6fl, X = dzSa; \\m de ces résultats fait con- 
naître le point F et ses analogues» l'autre le point H et ses 
anatogires. Dans tous ces points la tangente est perpendiculaire 
à l'axe des abscisses; et là courbe n'ayant point d'ordonnées 
réelles, depuis x = 6a jusqu'à jr = 8«» c'est-à-dire sur l'es- 
piKje EG, cette circonstance suffit pour faire voir comment elle 
do4t être tournée à l'égard de sa tangente, aux points F et H. 
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llfl. Après woiriléleriiiifté k Mi|tre ih KMiis jes polol3 sia* 
gttliers indiqués pat le ooeiBdemi dilTéreBiiel du |iremier ordre, 
il feue enooteefaercber si les ooefficieiits des ordr^ supérieurs 
n'en manifesteraiesi p«s4'wtres. Pour eelu il fout considérer 
d*abord ie coeifficieni diirér<en&ieJ14« second ordre : son expres- 
sion générale est 

d»^ 3:r'-5oa'-(3y^-48d^)^, 

elle devient -> lorsque x et y sont nuls; mais nous n'avons 

point à nous arrêter sur ces valeurs, pui»|ue le point A auq^ial 
elles appartiennent est sufOsamment discuté (108). 

La supposition de r* — ^8a*=o, qui fait évanouir le déno- 
minateur, ne doit pas nous arrêter non plus, parce que nous 
savons qu^elle. répond aux points F et H (110); mais le numé- 
rateur étant égalé à zéro, donnera une équation qui peut indi- 
quer d'autres valeurs que les précédentes. Cette équation est 

3jc»— 5o^»— (3^--48a»)|^ = o; 

ûr 
H faut en Chasser -p 9 au moyen de son expression générale , 

et faire dlsparattre les dénominateurs; on obtiendra 

{3 0^^ 5oa») tr''— 48 <3^r)''^ (^T*-^ 48«') (JF»— 5o a»x)» = Q, 

résultat auquel on peut donner la forme 

r*{r"'^ 48 ^^Y (3a:»— 5o a*) — x^ (x»— 5o a^y (3/»— 48û^) = o. 

Si maintenant on observe que Téquaiion proposée revient elle- 
même à 

(^_48a»)«— (x»— 5oa»)»-hi96a*=o, 

et qu'on prenne dans cette équation la valeur de (/*— 48«*)% 
pour la substituer dans la précédente , on trouvera , après les 
réductions, 

(j;'— 5oa»)' (25/»— a4x») -hgSa»^» (3 J7»— 5oa») = o. 

En tirant de cette dernière la valeur de jr^ pour la substituer 
dans la proposée, on aura une équation finale qui ne contien* 

9- 
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dra plus que x, et dont il faudrait discuter les racines, ainsi 
que je Fai fait dans les articles précédents; mais comme la 
marche des branches de la courbe indique suffisamment l'exisr 
tence des points d'intlexion K, placés entre les points H et I, 
on pourrait se borner à chercher les racines comprises dans 
cet intervalle, pour obtenir la valeur précise de l'abscisse des 
points K; ce qui serait encore fort difficile, à cause du degré 
auquel s'élève cette équation : ainsi il sera souvent nécessaire 
de recourir à des moyens particuliers, pour déterminer les 
points singuliers des courbes. Le développement de l'ordon- 
née en série est un de ces moyens; mais il ne saurait entrer 
dans un traité élémentaire (*). 

Des courbes transcendantes. 

112. Je n'ai considéré jusqu'ici que des courbes algébriques; 
\e vais maintenant faire connaître quelques-unes des courbes 
transcendantes les,^\us remarquables : on nomme ainsi celles 
dont l'équation ne peut s'obtenir en termes algébriques. Je 
m'occuperai d'abord de la logarithmique, courbe dans laquelle 
les ordonnées sont les logarithmes des abscisses. La manière 
la plus simple de la construire par points, afin de s'en former 
«ne idée, est de diviser l'axe des abscisses en parties égales, 
pour représenter les nombres, et de prendre dans les tables les 
logarithmes correspondants, pour les porter sur les ordon- 
nées. 

Suivant ce procédé, son équation est j=Ijf; et quand on 
pose ^= I, il vient j=o, ce qui fait voir qu'elle rencontre 
l'axe AB au point E (Jig. 28), où l'abscisse AE est égale à l'u- 
nité. La branche EX, qui répond aux abscisses positives plus 
grandes que l'unité, est infinie, puisque les logarithmes de ces 
abscisses croissent toujours. Dans la partie AE, 011 les abscisses 
sont des fractions, les ordonnées sont négatives et augmentent 
à mesure que ces fractions diminuent, en sorte que la branche 
Ex a pour asymptote la partie négative Ac de l'axe des ordon- 
nées; enfin la logarithmique ne s'étend point du côté des 

{*) On on trouvera les principes dans le premier volume du Txaité in-4*^. 
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abscisses négatives, parce que leurs logarithihes sont imagi- 
naires (*). . 

£n irisant faire un quart de révolution à la figure, les ab- 
scisses deviennent les ordonnées; on a ^ := 1^. Et si a désigne • 
la base du système, il en résulte Téquation j=a*, danç la- 
quelle les logarithmes sont les abscisses. 

On peut alors, par des moyennes proportionnelles tirées, du 
cercle, trouver autant de points qu'on voudra de la logarith- 
mique, puisqu'aux abscisses 

<^ — "a > «3? — — •j , etc»^ J7 ^ï — j etc«, 

répondent les ordonnées 

y=a' = Va.i, j<-=a* = -^^ » etc., /=a*=Vï-V«-ï» etc. 

Joignant à ces valeurs de y celles qu| se présentent d'elles- 
mêmes, lorsque x est un nombre entier, on aura un précédé 
graphique très-simple pour tracer par points une logarithmique 
sans le secours des tables. 

Il est visible que les logarithmiques ne diffèrent qu'à raison 
de la base ou du module du système qu'elles représentent. 

113. En différentiant l'équation ^rslx, il vient 

On voit par là que la tangente de cette courbe est perpendi- 
culaire à la ligne des abscisses lorsque x = o, et qu'elle ne 
lui est parallèle qu'en supposant x infinie (83). L'expression 

générale de la sous-tangente (66) donne PT=-^; mais en 

chassant y, on introduit le logarithme de xi ainsi cette ex- 
pression est transcendante. Cependant, en prenant la sous-tan- 
gente OD sur l'arc AC, on aura OD = ^-^ = M , résultat bien 

Q X 

remarquable, puisqu'il montre que la sous-tangente ODest con- 
stante et égale au module pour tous les points de la courbe. 

(*) Voyes, à la fia de cet ouvrage, la Noie B et le premier volume du Traité 
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On trouverait de même que la tangente, la sons-normale et la 
normale, prises par rapport à Taxe AB, sont transcendantes 
à caude que FetdonnéNs 7* entre dans leur expression, mais 
* qu'elles deviennent algébriques lorsqu'on les considère a 
regard de l'axe AS* 
Pour ce qui regarde le cercle osculateur, on a . 



d'où (81) 



d^_ A:'>f-M* d»r _ M 



s 



•>=—mr-' ■r-P=-M-' ^-"= — —' 

Je ne m'arrêterai point à considérer la développée, qui serait 
nécessairement transcendante 1 j'observerai seulement qu'on 
pourrait obtenir immédiatement l'équation différentielle de 
Cette Courbe, en éliminant par le moyeo des valeurs de/— p, 
de ^^ a et de leurs différentielles, ir, da: et d/, de l'équation 

d/=M — . 

114. La cycloïde ou la courbe décrite par un point pris sur 
la circonférence d'un cercle, pendant que ce cercle roule sur 
une ligne droite donnée de position, est encore une courbe 
transcendante ; la relation entre ses ordonnées et ses abscisses 
dépend des arcs du cercle générateur. Voici comment on peut 
l'exprimer. 

L'origine du mouvement du cercle étant arbitraire » je la 
prends au point A {fig. 29), où le. point décrivant M se trou- 
vait sur la droite AB parcourue par le cercle générateur QMG. 
Puisque ce cercle, en roulant, applique successivement tous 
les points de sa circonférence sur la droite AB, il est évident 
que lorsqu'il est parvenu dans une situation quelconque QMti, 
la distance AQ est égale à l'arc MQ, compris entre le point M, 
qui touchait la droite AB en A, et le point Q, qui la touche 
dans la position actuelle. 

8i Ton élève sur AB, par le point Q, la perpendiculaire QO, 
qui passera par le centre du cercle générateur, et qu'on mène 
MN parallèle à AB, MN sera le sinus de Tare MQ, et NQ en sera 
le sinus verse [Trig,, 5). 
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Posant donc 

Q0 = «, AP = ^, PM=r=QN=7, 

on aura 

a?=pAQ — PQ=:arcMQ — sinMQ, r;^sin.verse¥Q> 

MN = sInMQ :^ yfn^ay—y^ 

ety en faisant usage de la notation employée sur la page 47» 
on écrira . 



a: = arc(sin.verse:^j) — ^2aj — /»: 

c'est là l'équation primitive de te eyclolde (*). 

L'arc MQ peut aussi s'indiquer par «on cosdniis ON, ou a — yi 
on le fait disparaître par la différentiavion» en se servant de la 
ft>rmule du n° 36, dans laquelle on change R en a, u en a — y^ 
X en MQ ; on trouve 

d.arcMQ=- — ^^ 

et l'on a ensuite 

__aAy_ 



dx = 




yliay—y" sl^ay-^y* 
puis 

sf^ay—'f 

telle est l'équation différentielle de la cycloïde. 

Lorsque le point de contact est parvenu à une distance AI 
égale à la demi-circonférence du cercle générateur, le point 
•décrivant se trouve en K, et son élévation au-dessus de AB 



(*) Si rou voulait construire la cycloïde par points, il serait commode d'em- 
ployer les tables trigonométriques; et comme elles sont calculées dans un cercle 
dont le rayon est l'unité , il faudrait prendre dans ce «ercle un arc i du même 
noml»r« dQ degrés que Tare MQ ; on aurait 

arcMQ=£a<, sinMQ.rs asint, sin. verse MQ = «sin.verèei; . 

et, par conséquent, 

jr:s:A(i— sint), r = ««ttv«»o<» 

ou , ce qui est la , même chose , 

X = a arc ( sin . verse = - j — vaïr---7^» 
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est égale au diamètre de ce cercle ; il descend ensuite jusqu'au 
point Ly où le point de contact jà parcouru une distance AL 
égale à la circonférence entière. ^ 

La cycloïde n'est pas terminée à ce point, car rien ne limite 
la durée du mouvement du cercle générateur. On doit bien 
observer, dans la description des courbes, que les diverses 
parties résultantes d'une même construction ou d'un même 
mouvement appartiennent toutes à la même courbe. Ainsi le 
cercle QMG^ eit continuant de rouler sur la droite AB, au delà 
du point L, décrit une suite de portions semblables à AKL, et 
il faut en concevoir autant sur la gauche du point A, soit en 
supposant que le cercle roule en arrière de ce point, soit en 
considérant qu'il a pu n'y arriver qu'à la suite d'un mouvement 
commencé depuis Un temps infini. L'équation de la courbe 
conduit à ces remarques, car rien n'empêche d'y supposer, 
l'arc MQ, augmenté ou diminué d'autant de circonférences 
qu'on voudra. On voit d'ailleurs que y ne pourra jamais sur- 
passer âa. Il suit de là que la cycloïde, conçue dans toute 
l'étendue qu'elle doit avoir, peut être coupée en une infinité 
de points par une même ligne droite. 

115. Rien n'est plus facile que d'obtenir les expressions de 
la sous-tangente et de la tangente, de la sous-normale et de la 
normale dans cette courbe. On trouve, par les formules géné- 
rales du n° 66, 

PT = — ^=, MT = -^fi=, 

On peut construire ces valeurs d'une manière très-simple, car 
il est aisé de remarquer que PM ou j étant considéré comme 
l'abscisse QN dans le cercle générateur QMG, la valeur donnée 
ciTdes3us pour PR est précisément celle de l'ordonnée MN de 
ce cercle, et que, par conséquent, la normale se confond avec 
la corde de l'arc MQ, comme on peut le voir aussi par l'ex- 
pression de MR. Il suit de là que la tangente MT est le pro- 
longement de la corde MG. Maintenant si Ton décrit sur IK, 
comme diamètre, un cercle qui sera égal au cercle générateur, 
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et que Ton prolonge la droite MN jusqu'en m, il est visible que 
les cordes ml et mK seront égales et parallèles aux cordes MQ 
et MG. Il suffira donc, pour construire la tangente et la normale 
dans un point donné M> de rapporter ce point sur le cercle 
fixe ImK, eh tirant la droite Mm parallèle à AB, et de mener 
ensuite MT parallèlement à mK, et MQ parallèlement à ml (*). 

116. Je passe à la recherche du rayon de courbure. En dif- 
férentiant ^éq^ation 

j'obtiens» puisque d^ est constant , 

réduisant et divisant par y, il vient 

o = ( aa/— 7») d^j-h ad/», 
d'où je tire 

dV = ^ — -: 

^ lay—y* 

substituant cette valeur et celle de Ay dans l'expression du 
rayon de courbure (81 ), je trouve, après les réductions néces- 
saires, 

7 = a' {ayY = 2 ^lay. 

Ce résultat fait voir que le rayon de courbure MM' est double 
de la normale MQ , et qu'il ne peut par conséquent devenir 
plus grand que le double du diamètre du cercle générateur, 
diamètre qui est à la fois l'ordonnée et la normale au point K 
de la cycloïde» correspondant à l'abscisse AI (114). 
Les expressions de or — a et de y — p donnent ensuite 

y — p = 2/, X — a = — 2^20/ — /'; 

( **) Si Ton plaçait au poiot I l*origine des^bscieses , on attrait ** 

Pl=:Mn==Mm4-mR; 
mais , dans le parallélogramme MQIm , Mm r= IQ , et de plus 

IQ = AI — AQ = QM6 — arcQM = arcGM = arcKm : 
donc Mil = arcKm + siRKm, ce qui rend bien facile la construction' de la 
courbe , par points , en donnant diverses valeurs à K m. 



x}8 nUUTé iLAfBHTAIRB 

on conelui de là ... 

En substituant ces valeurs dans Téquation primitive de la cy- 
cloïde, et réduisant^ on obtient 

« ss arc ( sin. verse=5= — P) 4- ^^^ap^pi", 
résultat qui « beauoo^p d'analogie avec celte équation. Le ra- 
dical v^— 2ap — p» devient semblable à ^%ajr^y^ lorsqu'on 
fait p=3 — 2a-i- p', ce qui revient à prendre, au lieu de l'or- 
donnée EM', toujours négative, l'ordonnée P'M' rapportée à 
un axe A'B', placé au-dessous de AB, à une distance A'I :=; 2 a. 
Par cette tjransformation, il vient 

a=5=:arc ( sin. verse = 2a — p') + ^2ap' — p"; 

puis, si l'on observe que deux arcs dont les sinus, verses 
réunis composent le diamètre sont suppléments l'un de l'autre, 
et qu'on désigne la demi-circonférence par w, on pourra écrire 

a = TT — arc (sin. verse = p') + v^2ap' — p", 

Prenant enfin 01=77 -^a% c'est-à-dire, substituant à rabsciâseAE 
l'absdsse A'P' = AI — AE, il viendra 

a'= arc. (sin. verse = p') — r ^2ap' — p'*, 

équation d'une cycloïde dont l'origine est au point A', et dé- 
crite sur Taxe A'B' par le mâme cercle générateur que la pro- 
posée^ mais dans le sens A'B' contraire à AB. 

La même conséquence peut se tirer immédiatement de la 
détermination du rayon de courbure. En prolongeant la droîteGQ 
jusqu'à ce qu'elle rencontre A'B' en Q', et menant Q'M% on 
formera les triangles GMQ et QM'Q' égaux entre eux s l'angle 
QM'Q' sera donc droit; et si Ton décrit sur QQ', comme dia- 
mètre, un cercle, il passera par le point M' et sera égal au cercle 
générateur. Cela posé, puisque l'arc M' Q' est le supplément 
de M'Q, qui lui-même est égal à MQ, on aura 

arcM'Q'=QMG— arcMQ = AI — AQ = QI=A'Q', 

ce qui montre bien clairement que la développée A' M' A est 
une cycloïde décrite par lé cercle QM'Q', roulant sur A'B', 
de A' vers B', 
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Il suit encore de ce qui précède qoe la cyclolde est recU- 
flable, puisqu'elle est elle-même sa développée et que Tes- 
pression de son rayon de couii>ure est algébrique ; et on en 
déduira ce résultat curieux, que la longueur de Tare A'M'A, 
ou de son égal AMK, qui compose la moitié de branche dé- 
crite par une révolution entière du cercle générateur, est pré- 
cisément la même que celle de A'K, ou le double du diamètre 
de ce cercle. 

Il faut remarquer aussi que le coefficient différentiel du 

d'y* (Z 

second ordre -p^,> étant égal à — — » est toujours négatif, ei 

qu'il devient înfini,*alnsi que ~f quand j=o, ce qui arrive 

lorsque Tare MQ est nul ou égal à un multit)le quelconque de 
la circonférence ; la cycloïde est donc concave vers son axe, 
et les points A , L, etc., oit se touchent ses différentes bran- 
ches, sont des points de rebroussement de la première 
espèce, dans lesquels la tangente est .perpendlcukîre à Taxe 
des abscisses (83). 

117. Les spirales composent encore un ordre de courbes 
transcendantes , remarquables par leur forme et leurs pro^ 
priétés. Voici comment s'engendre celle qu'imagina Conon de 
Syracuse, et dont Archimède découvrit les principales pro- 
priétés. 

Pendant que le rayon AO (/ig. 3o) se meut uniformément 
autour du centre A du cercle OGO, un point mobile, parti de 
ce centre, parcourt de même la ligne AO, et avec une vitesse 
telle, qu'il arrive au point lorsque cette droite achève sa ré- 
volution. Il suit de là que, pour un point quelconque M de la 
spirale AMOM'X, le rapport de AM à AN est le même que 
celui de l'arc OCïN à la circonférence OGO; mais comme rien 
ne s'oppose à ce que le point décrivant continue son mouve^ 
ment au delà du point sur le rayon prolongé, et que ce rayon 
peut lui-même faire un nombre infini de révolutions, la 
courbe AMO se prolongera en tournant toujours autour du 
point A, de manière que le rapport entre la distance de chacun 
de ses points au point A et le rayon du cercle soii égal au rap- 
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port qui se trouve entre Tare parcouru par le point 0, depuis 
le commencement du mouvement, et la circonférence entière. 
En M'^ par exemple, où le rayon AN a fait une révolution plus 
Tare OGN, on aura 

AM' OGOh-OGN 



Si donc on fait 



AN ^ OGO 



OGN = f, AM = M, 



et que, prenant pour unité le rayon AN, on représente par air 
la circonférence OGO, il viendra m= — • 

Les variables de celte équation sont ce que les géomètres 
appellent des coordonnées polaires. Le centre A du cercle OGO 
se nomme le pôle; la ligne AM, assujettie à passer toujours par 
ce point, est le rayon vecteur, et tient lieu de l'ordonnée de la 
courbe, tandis que l'angle parcouru par AM et mesuré par 
l'arc OGN remplace l'abscisse. 

Pour avoir égard aux signes de ces coordonnées, il faut 
d'abord prendre les arcs négatifs dans le sens contraire à celui 
qu'on a choisi pour les arcs positifs. Ce dernier étant, par 
exemple, OGO, l'autre doit être OG'O. Les valeurs négatives 
du rayon vecteur doivent aussi se trouver, par rapport au 
pôle, du côté opposé aux valeurs positives. Dans la^g-. 3i, 
j'ai porté les rayons vecteurs négatifs, non pas sur la partie 
qui passe par l'extrémité de l'arc OG'N', mais sur son prolon- 
gement An; c'est ainsi que tombe la sécante trigonométrique 
quand elle est négative (Trig-., note du n<* 77). 

En opérant de cette manière sur la courbe précédente, on 
trouve une seconde. I^ranche kmxy et elle prend la forme 
tracée sur la figure. 

La spirale que je viens de considérer, et qui porte le nom 
de spirale d' A rchimède, n'est qu'un cas particulier des courbes 
que représente l'équation u^af*, n désignant un exposant 
quelconque. 

Tant que n est un nombre positif, les spirales données par 
l'équation u = at" prennent leur origine au point A ; mais 
quand n est négatif, w, d'abord infini lorsque / = o, diminue à 
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mesure que cet arc augmente, et i chaque nouvelle révolution 
le point décrivant s'approche du point A sans pouvoir jamais y 
atteindre. 

Lorsque h = — i , la courbe» dont Téquation est alors a=«|-* 
ou ut=a, et qui se nomme spirale hyperbolique, a en outre 
une asymptote droite. En effet, si Ton pose successivement 

^=ï> =ï> =î> =7> etc., 
les valeurs correspondantes 

11 = a, =2a, =3a, =4«» etc., 

montrent que la spirale, s'éloignant de plus en plus du point A, 
s'approche en même temps d'une droite DE [fig. 82) menée, 
parallèlement à Taxe AO, à une distance AD = a; car PM, per- 
pendiculaire sur AB, et ayant pour expression 

u sinMAP = ff sin ^ = a > 

quand on y met pour u sa valeur a^-V, a pour limite a lorsque 
/=o: la spirale hyperbolique a donc aussi pour limite la 
droite DE. 

Les valeurs négatives de t produisent une seconde branche, 
placée sur le prolongement AB' du rayon AO, et ayant pour 
asymptote DE',^ prolongement de DE. Enfin, si l'on donnait à la 
constante a le. signe — , on répéterait au-dessous de BB' la 
courbe que je viens d'indiquer au-dessus. 

Si, dans l'équation I«'=a^ au lieu de la distance AM (y^gr.So), 
on prenait pour u la partie MN du rayon vecteur, comprise 
entre le point M et la circonférence du cercle OGO, il viendrait 
la spirale parabolique, courbe que Ton formerait en roulant 
l'axe d'une parabole autour du cercle OGO; les ordonnées se 
trouveraient alors perpendiculaires à la circonférence de ce 
cercle et tomberaient sur ses rayons. 

118. Lorsqu'on rapporte les courbes à des coordonnées po- 
laires, le changement du rayon vecteur AM [/ig. 33) est la 
partie QM' retranchée du rayon vecteur suivant AM' par l'arc 
de cercle MQ , décrit du point A comme centre, avec le rayon 
AM, et l'accroissement de l'angle MAO se mesure par un arc 
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d« cercle NN*, décrit d'un rayon AN égal à Tunilé. On yoU, 
comme dans le n^ 60, que la différentielle première de AM est 
le premier terme du développement de H'Q , suivant les puis- 
sances de NN', et les secteurs QAM, N'AN étant toujours sem- 
bhibleSy il s'ensuit que 

QM=AMxNN'=«d/. 

Cela posé, si Ton mène AS parallèle à la cordo du petit arc 
de cercle QM, et qu'on prolonge jusqu'à la rencontre de cette 
droite la corde de Tare MM' de la courbe DM, on aura, par U 
similitude des triangles M'QM et M'AS, 

QW_ AU' 
QM^ AS * 

Lorsqu'on passe aux limites, la corde QM peut être prise 
pour Tare, l'angle M'QM pouvant approcher aussi près qu'on 
voudra d'un droit; le triangle M'AS approche de même du 
triangle MAT rectangle en A^ 4ans leqi*el AT^st la limite 
de AS, d qui donne 

Au u 



d'où l'^n conclut 



«d/~"AT' 

AT=^. 
au 



On construira la tangente en menant par le point A une per- 
pendiculaire au rayon vecteur AM, et en portant sur cette 
droite la valeur de AT, donaée par la formelle d-dessus. 

IW. Si l'on applique cette formule à l'équation w== a/*, on 
trouvera 

AT = 

Dans la spirale d'Archimède, on a /i = i et a = — -, il en 
résulte AT= — Ifig. 3o). On voit par cette expression que 

'2 tr 

lorsque ^=27r, ou après une révolution du point décrivant, 
la sous-tangenle est égale à la circonférence OGO rectiûée. 
Après m révolutions, / = 2 mn, AT = 2 m'tr ou /n fois la circon- 
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férence dont le rayon est m. AO» et qui embrasse ces m révo- 
lutions: c'est ce qu'a trouvé Archimède. 

Quand lï = — I, ce qui est le cas de la spirale hyperbolique, 
on a AT=( — a, c'est-à-dire que la sous-tangente de cette 
courbe est constante. 

le ne m'arrête point à la recherche de la sons-normale et de 
la normale, parce qu'on les obtient facilement lorsque la sous- 
tangente est connue. 

J'observerai seulement que 'rTî = -;i — exprime la tangente 

de l'angle que feit, avec le rayon vecteur AM , la droite MT, qui 
touche la courbe au point M, et qu'on a 



MT = VamV AT = u i/i^- 



u'dt* 



du* 

IM. Considérons toujours le trianglerectilignelIQIf' (/s^.33) 
comme tafidant sans cesse à devenir rectangle, état dont il 
peut approcher aussi près qu'on voudra. On en déduit 



mm'=v'qmVqm'', 

d'où 



MW^ /QM ^ QM^ 

en substituant les arcs à leurs cordes ; puis observant que 

NN'==:d/, QMssaedt, QM'=d«, 
et désignant l'arc DM par z, on obtient 



^ = i/a»-h^ et dz==V^tt»dr-hda»; 

telle est la différentielle de l'arc DM. 

L'accroissement de Faire ADM, prise relativement aux coor« 
données polaires, n'est pas un trapèze, comme dans le cas des 
ordonnées parallèles, mais un secteur AMM', La limite du rap- 
port de ce secteur avec l'arc NN' sera la même que celle des 
rapports que les secteurs AMQ, AM'R, entre lesquels il se 
trouve compris et qui tendent vers l'égalité, ont avec le même 
arc NN'. On conclura donc de là que Taire ADM étant repré- 
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semée par s y son coefficient différentiel doit être 

d* AMxQM u* ^ • ««dr 
Tr= îwimt — = — > ou d*= • 

121. La différentielle seconde d*u sera le premier ternie du 
développement M^'Q'— M' Q suivant les puissances de NN' (60) ; 
et il faut observer que lorsqu'on suppose l'arc NJ^J' constant, 
ou qu'on fait toujours varier Tangle / de la même guantité, les 
arcs QM, Q'M' ne sont pas pour cela égaux entre eux, car ils 
sont de rayons différents. 

On pourrait déduire de là les formules du cercle osculateur 
et de la développée ; mais j'ai préféré d'appliquer aux courbes 
qui sont rapportées à des coordonnées polaires les expressions 
trouvées relativement aux coordonnées rectangles, parce que 
cette marche fournit l'occasion de transformer les coordonnées 
du premier système dans celles du second, ou bien de passer 
de celui-ci à l'autre. Cela sera d'autant plus utile, qu'on rap- 
porte quelquefois les courbes algébriques à des coordonnées 
polaires ; on le fait surtout à l'égard des courbes du second 
degré, eh prenant leur foyer pour pôle. 

122. Je placerai au point A (Jig. 34), pour plus de simplicité, 
l'origine des coordonnées rectangles 

AP = a7, . PM=7; 

et, pour fixer la position de l'axe AB dés abscisses, je dési- 
gnerai par m l'arc QO compris entre cet axe et le point O, ori- 
gine de l'arc /. En menant PM perpendiculaire sur AB, et en 
observant que l'angle MAP est mesuré par l'arc NQ, égal 
à / — m, on trouvera 

(i) x = ucos[t — m), 

(2) j = Msin(^-^m). 

Au moyen de ces valeurs, on changera toute équation algé- 
brique entre ;r et j dans une autre qui ne contiendra plus que 
le sinus de l'arc /, son cosinus et le rayon vecteur u. 
Si l'on divise jr par x, on aura 

J=tang(^-m); 
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et si Ton ajoute leurs carrés, il viendra 

comme le donne immédiatement le triangle APM. 
En renversant les expressions ei-dessus, on en déduit 



et 



costt — m) = — > sin(^ — m) s=?^, 
t — m=.arc(lang = — )• 



Avec les deux premières de celles-ci, on obtiendra des valeurs 
de cos/ et sin/ en x,xet u, qui, substituées dans une équa- 
tion entre u^ cost et sin^ conduiront à un résultat ne ren- 
fermant plus que X et y, puisqu'on pourra remplacer u par 

Si, pour abréger, on suppose que la ligne AB se confonde 
avec la ligne AO, on auria seulement 

cos/=-> sîn*=^j d'où tang/ss-^- 
u u ^ X 

Lorsque l'équation en u et t, qu*on se propose de trans- 
former, contient l'arc t lui-même, on ne peut plus obtenir une 
relation algébrique entre x et j, puisqu'on n'en a pas de sem- 
blable entre l'arc ^ son sinus et son cosinus ; mais on par^ 
vient, ainsi qu'il suit, à une équation diCTérentielle qui ne 
contient plus que x^y, Ax et d^-. 

Les équations (i) et (2), étant jointes à celles de la courbe» 
établissent entre les quatre variables x, y,uext des relations 
telles, que trois de ces variables sont des fonction.s de la qua- 
trième. En regardant ainsi /, u et y comme des fonctions 
de X {k6), les équations (i) et (2) donneront 

dx = AucQs(t — m) — iidrsin(/ — mf^ 
d^=dusin(/ — m) + ad^cos(/ — m); 

de t — m = arc (tang = j2^ j, on tirera , par le n*" 36, 



d^: 



dt: 



xdjr — yàx^ 






6* éd. I. 10 
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on aura enfin 

da = d.V^*-+-r' (*)• 

On pourra donc chasser de Féquation'ea ii et / et de sa dif- 
férentielle les quantités u, cost, sint, du qï df ; les deux ré- 
sultats qu^on obtiendra ne contenant plus que t^ on le fera 
disparaître par l'élimination. 

Soit pour exemple l'équation u = at% qui donne 

i 1 I 1-1 i 

u^^^aU, -a* da = a»d/; 
n 

les expressions de u, de du et de d^ étant indépendantes de 
l'angle m, il viendra, en les substituant et en réduisant au 
même dénominateuri 

-(a:»-hjf')»*(a:da: -hjd/) = a» {xdjr — /dar). 

Avec cette équation on déterminerait les souSrtangentes, les 
tangentes, etc., des spirales, en iliisant usage des formules du 
D* 66 ; mais puisque c'est en i« et / que sont exprimées d'abord 
les équations de oes courbes, il sera plus simple f t en même 
temps plus général de transformer relativement aux mêmes 
valeurs les formules citées, et c'est ce que je vais faire. 

123. Pour obtenir ces formules, on a regardé y comme lié 
iminédiatement à la variable x pa^ l'équation proposée en x 
et jr; mais maintenant que la courbe est donnée par une équa- 
tion entre les coordonnées polaires u et t, c'est l'une de ces 
Variables qui est indépendante et dont l'accroissement doit 
être supposé constant. Soit donc u = ({t); sous ce point de 
vue, X eix sont des fonctions de t déterminées par les équa- 
tions 

x=^ucos{t^m), y = u9in(t — m) (122); 

et, au moyen de la dernière remarque du n" 9, on peut expri- 

( *) On rencontre souvent la différentielle d « (180) exprimée en coordonnées 
rectangles, et il est par conséquent utile de le remarquer. Elle s'obtient, en 
mettant pour àt et pour u* leurs valeurs trouvées ci-dessus; il vient alors 

xdr — rdx 
di= • 
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ooer ^teément les coefQcieuts différentiels de 7- relaiifs à ^r par 
ceux de u relatifs à t. 

Pour cela, commençons par mettre les premiers en éyl*- 
dence, en posant 

d7=pd^, d»^=r=gda:*; 

alors Xy y, p et q étant considérés d'abord comme des fonc- 
tions de tf on aura, par le numéro cité. 



dr dt dp dt 

^ dx dx ^ dx dx 

d7 ÏÏ7 
ce qui revient à 

d^ dp 

P dx^ ^ dx' 

pourvu qu'on entende à présent par dar, djet dp des djffé- 
tielles rapportées à la variable t considérée comme indépen- 
dante (*). 
En effectuant, dans cette hypothèse, la <[ifférentiation de/;, 

on obtient 

dp djrd^T" — d^d'ar 

^~dx^ dlr» 

Avec ces formules, on peut maintenant transformer les ex- 
pressions de la sous-tangente , de la tangente, etc., et celles 
qui se rapportent «a eçmre de courbure, pourvu qu'on y ait 
introduit, au lieu de dy et de d*^, les coefficients différen- 
tiels p et 9, pour lesquels on substituera ensuite les valeurs 
ci-dessus. 

124. On voit d'abord par la valeur de p que l'expresfion.de 
la sous-tangente, comme toutes celles où il n'entre que des 



C^) On peut eAc«re parvenir an nidme résultat, «a regardant / comme fono- 
tionde X, et X comme fonction de <; sous ce dernier point.de vue, on aura (9) 

ày 



dr drdx 




dr dt 




d'où 


^""dx"dx 


dt dxd*' 





d* 

de même que ci-dessus. 

lO. 
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différentielles du premier ordre, ne doit pas changer, et' que 

PT=^ (66), demeure ^^y ou — "^i 

P ^ dj dy 

si Ton a égard au signe (68). £n mettant pour y, ûx et dj 
leurs valeurs (122), il vient 

,.^ . ,^ .ducoslt — m) — udtsinit — m) 

^ ' dasm(/ — m) + Md/cos(* — m) 

On simpliflera beaucoup ce résultat en observant que la situa- 
tion de la ligne des abscisses, sur laquelle toihbe la distance PT, 
est arbitraire, et qu'on peut, par conséquent^ prendre toujours m 
tel, que Tare QN soit i?, auquel cas Tordonnée PM se confond 
avec le rayon vecteur AM, cos (t — m ) = o, sin (/ — m ) = i , 

etPT se change en AT'=--ï — » résultat conforme à ce qu'on 

a vu n« 118. 

125. Si, dans la différentielle 



dz = ^dx*-hdx* (64) 

de l'arc d'une courbe quelconque rapportée à des coordonnées 
rectangles, on subi^titue pour dj? et d^ leurs valeurs en coor- 
données polaires, on aura 



dz = VdâM-«?d7^ 

expression trouvée pour MM' dans le n^ 120. 

126. Passons à la recherche du rayon de courbure. 
La formule 

7=— ^ . ./ ' devient 7==— ^ ^ ^ » 

lorsqu'on y remplace par pdâ? et qdx* les différentielles d/ 
et dy, encore relatives à la variable x; mettant ensuite pourp 
et q leurs valeurs en différentielles relatives à /, on obtient 

dx d*x — dj^d*^ 

Maintenant si l'on fait varier dx^dyetdu comme des fonc- 
tions de t dans les valeurs de dx et d^- (122), elles con- 
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duisentà 

d»j?=:d*MCOs(/ — m) — 2di£d/sin(/ — m) — ùdVco3[t — m), 
à^jr = d*a sin (f — m) 4- adad ^ cos(/ — m) — udt* sin {t — m); 

posant ensuite / — m = i9, comme dan3 le n"* 124*, et par la 
même raison, il viendra 

dj? = — -ad/, d/=:da, 

d*x = — tiduûty d^y = d'à — ud /*, 

valeurs avec lesquelles on trouvera 

_ (du*-^u'dt'y 

'^'^ udtd^u — u'dP—adu^dt' 

127. On a coutume > lorsqu'on fait usage des coordonnées 
polaires, de déterminer la position du"^ centre du cercle oscu- 
lateur par celle de la normale et par la distance ME, comprise 
entre le point Tfi et le pied de la perpendiculaire EF, abaissée 
du centre F du cercle osculateur sur la droite AM, ce qui donne 
quelquefois de l'élégance à la construction du rayon de cour- 
bure. 

La ligne AM étant prise pour l'axe des ordonnées x* ^^ 
partie AE représente l'ordonnée p de la développée (81); et, 
par conséquent, 

expression qui devient 

ME==-i+£!, 
Q 

lorsqu'on y substitue jo do: et qdx^ aux différentielles dy et d*^^ 
relatives à la variable x. Si l'on y met ensuite pour/? et q leurs 
valeurs en différentielles relatives à ^ on a 

d3:(da:' + d/') _ u(du'-h u'dt^) 

dard^j— drd'^"" ud*u^u'dt^—2du*'' 

quand on remplace dx, dj, d*Xy d»/> par les valeurs obtenues 
dans le numéro précédent. 

128. Pour feîre une application de ces formules, je prends 
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la spirale logarithmique^ dont Téquation est /==he (*). En dif- 
férentiaal, il vieol 

dt = Miîî (28), ou ^=M. 
u ^ ' da 

ce qui montre (119) que dans tous les points de cette courbe, 
la tangente fait le même angle avec le rayon vecteur. 
Une seconde diCféfentiation, effectuée sur Téquation 

jf^Mdtt 
u 

en y supposant d^ constant^ donne 

dw' 
uà}u — d«*=:o, d'où d*tt = — — ; 

w 

et si l'on substitue dam les ertpressions de 7 ou MF et de ME, 
cette valeur de d'a^ puis celle de d^ en dié^ on aura 

M 

Il suit de là que la droite AF [fig. 36) menée perpendiculai- 
rement au rayon vecteur AM, rencontrera la normale MF au 
qentre du cercle osculateur, ou sur le point correspondant de 
la développée FZ. . 

Celte développée sera une spirale égale en tout à la pdropo-- 
sée; car Tangle AFM étant égal à TMA, sera le même pour tous 
les points de la tourbe FZ, comme pour ceux de la courbe AX. 

On obtient l'équation de la développée, en observant que 



af=v/mf'— am'^Jî 



car si l'on fait îr|=stt', d'où a=îMM', on auralw^lM^-ltt', et 

par conséquent ^t=l M H- 1m', ce qui revient à ^'= 1m', lorsqu'on 
pose/ — 1M=:/'; mais il faut observer que / = ON=ONP — i?. 



( ^ ) Quand, dans cette équation, on fait ( = o , il vient u = i ; ainsi la courbe 
p««;e par la point O {fg, 33 ); ensuite les f*leurft de u, croiseant avec eeltes de <, 
montrent que la courbe fait une infinité de révolutions en dehors du cercle OMG. 
Les révolutions intérieures sont produites par les valeufs négatives de t , qui 
donnent pour u d«s valeurs de plus en plus petites : la courbe s'appreche donc 
Je plus en plus du pôle A, sans jamdis y arriver. 
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Dn cbangement de la variable indépendante , on comment on 
change la différentielle qu'on a prise ponr constante, on nne 
antre qni ne le soit plus. 

129. La transformation employée dans lés n<*128 et 136, 
pour la détermination du cercle oscukiteur des courbes à coor- 
données i\olaires> et qui consiste à changer une expression 
différentielle prise en regardant y comme une fonction de oa^ 
en une autre où or et 7 soient toutes deux envisagées comme 
des fonctions d'une troisième variable ty que Ton suppose inr 
dépendante» cette transformation, dis-je> étant souvent utile, il 
est à propos de la reprendre pour l'étendre à des expressions 
différentielles quelconques. 

Le coefficient p = tr^ revient alors à 

d^ 

où Ton doit regarder maintenant d/ et d^r comme des fonc- 
tions de ty et les différentier en conséquence, ce qui donnera 

\dar/ d:F* 

faisant ensuite d/> ~ fdj^, on trouvera 

1^ '/djrX djrd»/ — dyd'jT 



fe-fê) 



En poursuivant de la même manière, on aura 

^da?d»r — dyd'^> 



-'=-fc-(^)]=''(- 



d:r» 



^x^^^y — 3djrd':gd'yH-3d/d';F»— dxdjd^^ 
d^* 



et posant d^ = rdjr, on obtiendra 

__ djT' d^ j— 3d^ d» X d^7-f-3 
^'^^ d^* 

C'est ainsi que les quantités p, q, r, etc., qui sont implicite- 



_ dx' d» j— 3d^ d^x d^ r-^^-3drd'J^»— dard/d'ar 
'"~''' d^* 
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ment des fonctions de Xy s'expriment au moyçn de d jt, d^, 
d*j?, etc., regardées comme des fonctions de /; et en substi- 
tuant ces valeurs dans quelque formule que ce soit, ramenée à 
ne contenir que les coefficients différentiels p^ g, r, etc., on la 
U'ansformera sous le point de vue général proposé. 

130. Les expressions de g, r, etc., sont indéterminées, tant 
<Iu'on n'assigne aiicune relation entre les variables a:, jet t\ 
mais l'effet de cette relation établît une dépendance entre d* j? 
et d' j, puilsque / pouvant aussi être envisagé comme une fonc- 
tion de j: et de j, d* en est pareillement une de ces variables 
et de leurs différentielles, et la supposition de d^ constant em- 
porte l'équation d' * = o. 

Il n'est pas même nécessaire, pour obtenir cette dernière, 
de connaître la relation primitive entre Xy y et la variable /, 
qu'on veut regarder comme indépendante ; il suffit d'avoir l'ex- 
pression de dr. 

Si l'on prjsnait, par exemple, pour cette variable l'arc de la 
courbe proposée, on aurait alors (64) 



d/ = v^d^'4-d^; 
et en différentiant ^x et dj^ comme des fonctions de /, l'équa- 
tion d' / = o conduirait à 

d;rd»x-hdjrd'r=^o, d'où d«ar = — ^^^. 

Chassant, à l'aide de cette valeur et de ses différentielles, les 
différentielles d'^, d*ar, etc., des expressions de ç, r, etc., on 
aurait les formes que prennent ces coefficients différentiels 
lorsqu'on fait varier a: et j en conséquence du changement de 
l'arc ty ou lorsqu'on regarde cet arc comme la variable indé- 
pendante, ou enfln lorsqu'on prend sa différentielle pour con- 
stante. 
Soit pour exemple Texpression ^ 

en mettant pour d'^ sa valeur, on obtiendra 

I 
_ dj7(djc^-f-dj')^ _ dard^ 
7— d.j ~ d'j ' 
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résultat qui ne contiendra plus que les variables y et t^ quand 
on y mettra pour do: sa valeur ^57— Kp. 
On peut aussi faire à volonté 

d* = dj?, ou d/ = dj% 

d'où il résulte 

d'j; = o, ou d'T'ssro; 

et par le moyen de ces hypothèses^ on prend alternativement x 
et 7 pour variable indépendante» c'est-àrdire que Ton re^rde 
7* comme fonction de Xy ou x comme fonction de y. Dans le 
premier cas, 

q = -T^j et, dans le second, g = r — ^ ■* 

Si Ton met cette dernière valeur dans Texpressfon 

on la transformera immédiatement en celle qui convient au cas 
où l'on regarde x comme fonction de;^ et qui est 

* ' djd^ir 

131. On peut aussi ramener à dépendre immédiatement de x 
les différentielles d'une fonction^ formées en prenant pour va- 
riable, indépendante une fonction t, donnée en ^ et y. Pour 
cela,''il suffit d'observer qu'en regardant celles-ci comme des 
fonctions de ^ ainsi que les coefficients différentiels j9, q, etc., 
on a encore, par le n"* 123, les équations 

djr=pdxt dp = qix, d^ = rda?, etc.; 

mais dx étant variable, 

dy = pdx 

conduit, par la différentiation, aux valeurs 

d^X=dpdx -H/id'jr 

= qdx^ -^pd^x, 
d^ X = dq dx*-\- 2 q dx d^ X -^ dp d^ X -h pd^ X 

= rd:c' -hZqdxd^x -^-pd'^x,* 
etc., 
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auxquelles joignant 

d'^ = o, d*/ = o, etc., 

qui donneront les relations des différentielles d*\r et d*/, 
d^x et d*j, etGé, on aura tout ce qu'il faut pour chasser les unes 
et les autres de l'expression différentielle proposée, en sorte 
qu'il ne restera plus que les coefficients différentiels p, g, 
r, etc., où j est supposé fonction immédiate de x. 
, Si l'on prend, comme ci-dessus, 



d^ = Vd:F'4-dj», d'où dard*jr-h djd'^ŒO, 
il viendra 

d*a7=. ^£!2!=:_pd»7, dY= qdx^—p^d'r, 

et, par conséquent, 

La première de ces valeurs, mise dans 



d:cd/ 6af^dx^'\-dy'^ 

f— dy '^ dy 


dx^sji^p^ 

dy 


redonne l'expression 




(iH-P^^ 




" <l. ' 


\ 


de laquelle on est parti dans le n"" 126. 





132. Le changement de variable indépendante a aussi une 
interprétation géométrique- En effet, il est visible que pour 
particulariser le polygone MM' M" etc. [fig. 2), qu'on se pro- 
pose d'inscrire dans une courbe quelconque CM, il faut établir 
une loi dans la succession des angles de ce polygone. J'ai d'a- 
bord pris les différences d'abscisses PP', P'P", etc., égales 
entre elles; mais on peut remplacer cette loi par toute autre, 
supposer, par exemple, que les côtés MM', M'M'^, etc., soient 
égaux. 

Ces divers modes cependant ne portent que sur les signes, et 
ne sont qu'une manière particulière d'écrire les coefficients 
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difiërentiels; car soit que y varie à cause du changement que 
subit spontanément Xy ou à cause de celui que subit une autre 
variable ^ avec laquelle x est lié, cela revient au même pour 
les limites qui sont indépendantes des valeurs des accroisse-* 
ments. Aussi lorsqu'on différentie une équation entre x et ^, 
en faisant varier à la fois Ax et dj^, on peut transformer ensuite 
les résultats en coefficients différentiels, au moyen des formules 
du n° 139, parce qu'en mettant les valeurs des différentielles 
de l'une des variables, toutes celles de l'autre disparaissent 
d'elles-mêmes : on parvient au même résultat final que si l'on 
avait supposé constante une des différentielles premières, et 
l'on est conduit à des formules plus élégantes, parce que les 
deux variables y sont traitées symétriquement ("*)• 

133. D'après ce qu'on vient de voir, on pourra toujours dif- 
férentler le système de deux équations contenant trois varia- 
bles, système duquel il résulte que deux quelconques de ces 
variables sont des fonctions déterminées de la troisième. Si 
U == o et V = o désignent deux équations entre x, y et z, on 
les différentiera, en faisant varier en même temps les différen- 
tielles des deux indéterminées que l'on regarde comme des 
fonctions de la troisième» 

Si l'on avait trois équations U = o, V = o et W = o, entre 
quatre variables /, Xy /, z, trois de ces variables, nécessaire- 
ment déterminées par la quatrième, seraient des fonctions de 
celle-ci, et leurs différentielles devraient varier. 

En général, un nombre m d'équations entre m -h i variables, 
déterminant m de ces variables au moyen de celle qui reste, ne 
doit être regardé que comme contenant des fonctions de cette 
variable : il faut donc, dans les différentiations successives de 
ces équations, faire varier les différentielles des indéterminées 
qui représentent des fonctions de la variable que Ton consi- 
dère comme indépendante, et dont on prend la différentielle 
pour constante. 

(*) On trouvera, sur ce sujet, dans le premier chapitre du Traité du Calcul 
différentiel et du Calcul intégral , des détails assez importants et qui n*avaient 
encore été donnés par personne, que ^e sache, avant la publication de cet Ou- 
vrage. 
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13&. Lorsqu'on a dès équations de cette nature» on peut tou* 
jours en tirer une résultante unique» entre deux quelconques 
des variables, par un procédé que je vais exposer sur deux 
équations à trois variables^ et qu'il sera facile d'étendre ensuite 
autant qu'on le voudra. 

Soient U = o» V=o ces équations, l'une de Tordre m et 
l'autre de l'ordre n» entre les variables t, a:, y et leurs différen- 
tielles, et dont on veuille éliminer t\ la première pourra con- 
tenir, outre la variable /, les différentielles d/, d' /,..., d"/, et 
la seconde df, d' /,..., d"/. Gomme on n'a point les équations 
primitives, ni toutes les différentielles des ordres inférieurs à 
ceux des proposées, il faut nécessairement se procurer de 
nouvelles équations pour chasser les quantités inconnues d/, 
d'/, etc.; et c'est ce qu'on fera en différentiant n fois l'équa- 
tion U=o et m fois l'équation V=o. On obtiendra par ce 
moyen n-^m équations nouvelles, et on en aura en tout un 
nombre m + 1» + 2» en comptant les deux proposées : les' in- 
connues à éliminer, savoir /, d/, d'f,. . ., d*r,. . ., d***/, étant 
au nombre de m+ii+i» il restera donc une équation Qnale 
en Xy y et leurs différentielles. 

Si d^ était constant, il semblerait qu'en différentiant une 
seule fois l'une des équations proposées, on pourrait éliminer/ 
et d/, puisqu'on aurait alors trois équations; mais on doit ob- 
server que les différentielles d^^r, dy, etc., contiennent impli- 
citement f, puisque alors on a regardé x ei y comme des 
fonctions de cette variable (133); il faut donc prendre pour 
constante la différentielle de l'une des variables que l'on veut 
conserver. 

De la diflérentiation des équations contenant plus d'une variable 
indépendante. 

135. Lorsque l'on n'a qu'une seule équation entre trois va- 
riables, il faut d'abord fixer arbitrairement les valeurs de deux 
quelconques de ces variables pour déterminer la troisième, qui 
par conséquent est une fonction des deux premières. Si l'on a, 
par exemple, Téquation 
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on ne pourra obtenir z sans avoir préalablement assigné 
des valeurs k x et k Xy ^aîs il convient d'observer que les 
quantités x et y n'étant liées entre elles par aucune relation^ 
la seconde peut demeurer la même» quoique la première ait 
changé, et réciproquement. 

Il résulte de là que la valeur de z peut varier de. plusieurs 
manières : i^ en conséquence d'un changement arrivé à a; ou 
à X seul, 2<» par le concours de ces deux circonstances. Dans 
le premier cas, la quantité x ou la quantité x étant regardée 
comme constante, l'équation proposée revient au fond à une 
équation à deux variables ; ainsi» lorsque x change seul, on a 

dz 





jrd^ + ^dz = o, 


ou 


--^^ïïi= 


o. 


et 


lorsque c'est /, il vient 












XdX'i'Zdz = Oy 


ou 


r+ 


dz 


ô. 


On a donc successivement 












xdx 

dZ=- r> 

z 


d^ 


z= — 


X^Z. 
z ' 





mais il faut observer que la première de ces ditTérentidles est 
relative à la variabilité particulière de x et la seconde à celle 
de X 9 c'^st <^6 qu'on exprime en disant que l'une est la diffé- 
rentielle partielle relative à x, et l'autre la différentielle par-- 
tielle relative à j ( 43) . 

Le sens de la question suffit pour empêcher qu'on ne les 
confonde ; et on les distingue d'ailleurs sufQsamment en fai- 
sant attention à la différentielle de la variable indépendante qui 
les affecte. 

Les coefficients différentiels sont 

d£_ £ dz 21 

d^ z^ d/"^ z* 

136. En général, soit i£ = o une équation renfermant x, x 
et js; si l'on regarde x et ^ comme les deux variables indé- 
pendantes, z sera une fonction de l'une et de l'autre, et lorsque 
X recevra un accroissement quelconque, x étant supposé con- 
stant, z éprouveïa un changement subordonné à celui de x. 
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Dans cette hypothèse» l'équation 1^3=0 devra être envisagée 
comme une équation entre deux variables a; et z : on aura 
donc (tô) 

dM da dz 

dx dz dx ' 

et de là on tirera le coefficient différentiel de z relatif à la va- 
riable X. Il faut se rappeler ici, d'après la distinction qui a été 

£aite au n^ 135, que dans 7- ' dz n'est que la différentielle 

dX 

partielle de z prise par rapport au changement de x seul. 

Il est évident que si l'on eût fait varier y on aurait eu, en 
dlfférentiant l'équation proposée comme ne contenant que les 
variables j^ et z, 

du du dz 

d^ dz djr 

Si l'on multiplie par dx la première des équations trouvées 

ci-dessus, et la seconde par dj, et qu'on les ajoute ensuite, il 

viendra , 

^^A , d^j . dw/dz*, . dz . \ 
_d^H__d^+_^_dx+^drj=o; 

mais j— dar -4- -p d^ n'est autre chose que la différentielle 
totale de z (U) : on aura donc 

du , du , du , 

-T-dx-^-r- dr-h T- Azz=:Of 
dx dx dz 

<5'est-à-dire qu'on pourra égaler à zéro la différentielle première 
de l'équation u = o prise par rapport aux trois variables x,x 
et z. Il ne faut cependant pas perdre de vue que cette diffé- 
rentielle doit être regardée comme équivalente à deux équa- 
tions; car, lorsqu'on y. aura substitué pour dz sa valeur 

-r— d:F + j— dj^, l'indépendance des accroissements dx et d^ 

exigera que les deux quantités qui les multiplient soient sépa- 
. rément égales à zéro. 

137. On parviendra aux équations qui donnent les coeffi- 
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cients des ordres supérieurs en différentiant les équations . 

/^v ûu , du dz- 

ax ûz do? 

m du du dz 

En n'ayant d'abord égard qu'au changement de x, non^eule- 
inent z variera, mais en même temps le coefficient du premier 

ordre -r~ donner» naissance au coefficient du second ordre t—- 
dx dx^ 

En différentiant donc l'équation (X) par rapport à x, on aura, 

comme pour les équations à deux variables, 

(XX\ Ë!^ d»^ dz d^dz^ du d^z __ 

^ ^ dx'^^^d^dz di"^drF dx'"^ dz dx'^^' 

Si l'on différeniie (X) par rapport à ^^^ «^ ^» ou (Y) par rap- 
port à j:r et à z, en observant que, dans le premier cas, ^ 

d'z d z 

donne . , » et dans le second t— donne 

a^doî dy 

d*z _ d*z 
dxdjr djrdx 

on aura un résultat unique qui sera 

d*u d'M dz d^u dz 

j d:cdj^ d-zdj dx dzd^r dj 

^ ' ^ . d'M dz dz du d»z 

dz' dx dx dz dordj 

Enfin l'équation (Y), dtfférentiée, en regardant y et m comme 
seules variables, produira 

(\rv\ îîlîîj- d'à dz ^ d'« dz» , du d'z _ 
^^^^ dy^'^'^ITd^ ^'^JI^ dy^^di df''^''' 

Les coefficients différentiels de la fonction z n'étant qu'au 
nombre de trois pour le second ordre, seront donc déterminés 
par les trois équations que nous venons d'obtenir. 

Il faut observer que si l'on multiplie l'équation (XX) par dx\ 
l'équation (XY) par 2d;r dj, Téquation (YY) par d>', et qu'on 
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ajoute les produits, en remplaçant les termes 
âJ'^'^^d^**^ par d^ (W), 
^'^'^■^^^/'''^r+jpày par d'z (44), 

on fonneFa la même équation finale que celle qu'on aurait ob- 
tenue si Ton avait différentié Téquation - 

dw . . Au. , dw .^ 

5— d j? H- -j- d r -{- -— d^ = G, 

dx dj •' dz 

en y faisant varier à la fois les quantités j?, j^, jj et dz, et en y 
regardant dx et dy comme constants, ce qui donnerait la diffé- 
rentielle seconde totale de u, dans l'hypothèse de » fonction 
de X et de X' 

188. On étendra sans peine ces considérations à tel ordre de 
différentiation et à tel nombre de variables qu'on voudra ; car 
tout se réduit à déterminer celles qui sont indépendantes, ce 
qu'on ne peut faire que par la nature de la question qui a con- 
duit à l'équation ou aux équations proposées; et ensuite on 
différentiera par rapport à chacune de ces variables en particu- 
lier, en traitant les autres comme des fonctions de celles-ci. 

Si, par exemple, on a les deux équations 

M = o, v = o, 

entre les cinq variables s, /, x, y et js, on verra que trois de 
ces variables sont indépendantes. Supposant donc que yeiz 
soient les deux variables subordonnées, ou des fonctions de«, 
i, X, données par les équations proposées, on difTérentiera 
successivement uei v par rapport à Sy par rapport à ^ par rap- 
port à X, et l'on obtiendra 





du 
57 


, du ûr du 
■^-d^dF-^di 


dz 
57 = 


=0, 






d» 
d7 


du d^" du 
■^d/d7"^dz 


iz 
dt' 


= 0, 






du 


du d^- du 
'^Aydx'^dz 


dz 
dx' 


= 0. 




Si l'on 


multiplie respectivement 


ces 


équations par ds. 


d/. 
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ûx, qu'on les ajoute et cfu'on mette dy au lieu de 



Az au lieu de 



îl viendra 



Qi dt dx 



dz , dz.^ dz. 



du, dUj.^ dtt . da . du, . 
ds dt dx dy ^ dz 

On tirera un résultat semblable de Téquation ^ = 0; et il s'en- 
suit qu'en différentiant les équations m == o et c = o par rap- 
port à toutes les variables s, t, x, y et Zy et en y substituant au 
lieu de dy et de dz les expressions de ces différentielles con- 
sidérées comme appartenant à des fonctions de trois varia- 
bles (4-5] 9 il faudra égaler séparément à zéro le coefQcient de 
la différentielle de chaque variable indépendante. 

En regardant les coefficients différentiels eux-mêmes comme 
de nouvelles fonctions des variables indépendantes, on ne 
saurait être arrêté dans la recherche deâ différentielles ulté- 
rieures; Ainsi, après quelques remarques sur Téliminationdes 
constantes et des fonctions, je terminerai ce qui regarde la 
formation des équations dilTéreutielles. 

139. L'équation « = o, entre x^ y et z^ ayant deux différen- 
tielles premières, il est évident qu'on peut éliminer deux 
quantités entre ces trois équations^ et le résultat exprimera la 
relation des variables a?, y^ z, et des coefficients différen- 
tiels j^» -r^» indépendamment des quantités éliminées. 

Si l'on joint aux équations précédentes les trois du second 
ordre, on aura six équations, entre lesquelles on pourra éli- 
miner cinq quantités, et ainsi de suite. 

IW. Ceci conduit à une remarque importante : c'est qu'on 
peut éliminer d*une équation à trois ou à un plus grand nombre 
de variables des fonctions dont la forme est absolument in- 
connue. Soit pour exemple l'équation z = î(ax-^by)y dans 
laquelle la caractéristique f désigne une fonction doht la forme 

6« éd. 1. II 
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n'est déterminée en aucune manière ; an en déduit une équa^ 
tion entre t^ et j^ indépendante de celte fonction, et qui 

convient également à z = ax'^by, à z ?= ^ax 4- bjTf à 
z = sin(ax'^bx), et en général à toutes les fonctions de la 
quantité ax-hbx, quelque forme qu'elles aient. Pour cela, 
soit ax'^by=t; l'équation proposée devient z = î(t), et si 
l'on prend ses différentielles premières par rapport à or et par 
i*apport à /, on obtient 

dz 6î(t) dt dz_df(/) dt ,,^ ^. 
d^=^ di'lS^-^TF dy ^*^'^'' 

entre lesquelles éliminant - ^ ' t II en résulte 

dz d^_d£ d^__: 
dy dy ày dx ' 

équation qui se réduit à 

,d'Z dz 
dx dy 

qusmd on met pour j- et g- leurs valeurs a et ft. 

C'est là un caractère au moyen duquel on pourra reconnaître 
si une quantité proposée est une fonction d^ax + byon non ; 
car, d'après sa formation, Téquation préeééente doit être satis- 
faite ou devenir Identique toutes les fois qu'on 7 substHviera» 

dz dz 
au lieu de ;:r- et ^-y les valeurs qui résultent de la difieren- 
ûx dy ^ 

tiation d'une fonction de aar+ by. 

Je suppose qu'on ignore l'origine du polynôme 

a'x* -f- nabxy+b'y^; 

en l'égalant à z, et en diftèrentiant oa ti^ouvera 

-r— = ^a^x -h naby, •-=— = !iabx -h ^b^y* 

Ces valeurs mises dans l'équation 6-1 a -r— = o, la rendent 

identique : on en conclura donc que le polynôme représenté 
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par jp est une fonction de ax ^ bjr; ce qui est d'ailleurs évi* 
dent, puisque 

On voit ^Ei générai que u = o étant une équation ^atre x^ 
y^xei une fonction quelconque représentée par f ( /)» et dans 
laquelle on ne connaît que la composition de ieiix^y et £, on 

pourra toujours éliminer f(^) et A » à Taide de cette équa- 
tion et de ses différentielles relatives à j: et à j ( * ). 

En passant au second ordre, le nombre d'éqMations deve- 
nant plus grand, il est possible, dans beaucoup de caS| d'élimi- 
ner deux fonctions indéterminées; mais je n'entrerai point 
dans ces détails, non plus que dans ce qui regarde les équa- 
tions qui renferment plus de trois variables. 

ApplioËtIdii dm Gtlcul dUHrontial à la t]i4oii# das tuilàeea eeiiA#tf . 

\kU Toute équation à trois variables représentant une sur- 
face, on prendra pour ordonnée de cette surface la variable 
qui sera regardée comme déterminée par les deux autres. £n 
désignant par x^ y^ z ces trois variables que, dans tout ce qui 
va suivre, nous supposerons rapportées à trois axes perpendi- 
culaires entre eux, nous prendrons z pour Tordonoée^ jt ét^ 
pour les abscisses d'un point quelconque, en sorte que z sera 
une fonction de x et de y. 

De même que les lignes sont engendrées par le mouvement 
du point, les surfaces le sont par celui des lignes. Par exemple, 
les cylindres et les cônes dont on s'occupe dans les Éléments 
de Géométrie ne sont que des cas particuliers des deux fa- 



(») Quand * = «, f(a#^^j>, de^tnant *[«(*-4-^)], te rédait à une 

fonction dtt binôme x+j» et Téquatlon h -j^ ^t~ = o se change en 

-r — Si , qui est Texpression de la propriété caractéristique employée & 

développer f (' -t^r ), dans le Tfi 19. On trouve dans le Traité in-4^, tome I, 
ehap. Il, d'antres exemples de l'application des équations diflTérentielles par- 
tielles atr développement des fonctions, et particulièrement la formule appelée, 
le théorème de Lagrange, ^ 

I I . 
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milles de surfaces engendrées par une ligne droite , se mouvant 
p€urallèlement à elle-même^ ou assujettie à passer constam- 
ment par un point donné. Pour diriger le mouvement de cette 
droite, rien n'empêche de substituer au cercle d'où résultent 
tes cônes et les cylindres, une courbe quelconque, située 
comme on voudra dans l'espace; mais, et ceci est bien remar- 
quable, on peut, par l'emploi des difTérentielIes partielles, 
écarter ce qui tient à la forme de cette courbe, et exprimer en 
général le caractère commun de toutes les surfaces d'une même 
famille. 

En effet, si nous supposons d'abord que toutes les droites 
génératrices doivent être parallèles entre elles, il faudra que, 
dans leurs équations/ 

j = aj?-|-«, z = 6x-h p [Trig.y i8i), 

les coefficients a et 6 soient constants, et que les quantités a 
et p varient ensemble, de manière que l'une soit fonction de 
l'autre;' car la première étant donnée, le plan projetant de la 
droite génératrice, sur le plan des xy, est donné, et son inter- 
section avec la courbe qui dirige le mouvement de cette droite 
achève de la déterminer {*) : on aura donc 

f étant une fonction dont la forme dépend de la courbe direc- 
trice; mais la première de ces équations donnant 

il en resuite 

z — bx=±ff(;y — ax). 

Si l'on fait ici b = o,. on aura 

équation qui rentre dans celle du n**^kùé 
En éliminant la fonction 7 dans le cas généjral, après avoir 



(*î Ou bien encore : soient y=^(*'), y = a(ar'), les équations de Ja 
courbe directrice; il faut qu'en posant * = x', on ait y=zy\ « = z\ et, par 
conséquent, ax' + a = ^(4:'). ôx'-f- ^ = ti(x'), d'où, en éliminant x', il 
résultera une équation entre « et )8. 
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fait dz=z p^X'\- çdj, on obtient " 

p -\- aq ^= b. 

142. Quand les droites génératrices doivent toutes passer 
par un même point dont les coordonnées sont a, p, 7, leurs 
équations deviennent 

j— p = £l(ar-^a), 2; — 7 = ft (ar — «), 
et ce sont les coefficients a et b qui varient ensemble à chaque 
nouvelle position que prend la droite génératrice; il faut, en 
conséquence, poser b = f (a), ce qui donne 

a^Lnl et iZlï = ,(rizi\. 
X — a X — a ^ \x — a/ 

L*éliminalion de la .fonction 7 conduit à 

143. On voit encore sans peine que si une courbe plane 
quelconque tourne autour de l'axe des z, chacun de ses points 
décrira un cercle, ayant son centre sur cet axe, et pour rayon 
l'ordonnée de la courbe génératrice rapportée à ce même axe» 
et, de plus, que le rayon de ce cercle varie avec sa distance au 
plan des xjr, c'est-à-dire avec z. SI donc on posé pour son 
équation, ar* + j» = a», a devra être regardé comme une fonc- 
tion de z, et vice versa, d'où il suit 

x*'hjr'=^(z), ou z = ^(x^^y'), 

>p désignant une fonction inverse de ?• 
L'élimination de ^ conduit à l'équation 

py—qx = Oy 

qui exprime le caractère des surfaces engendrées comme on 
vient de le voir, dont la sphère n'est qu'un cas particulier, et 
qu'on nomme surfaces de révolution. Pour les considérer sous 
le point de vue le plus général, il fendrait supposer dans une 
situation quelconque l'axe autour duquel tourne la courbe 
génératrice. 

Il ia'est encore entré qu'une fonction arbitraire dans l'expres- 
sion des familles de surfaces que nous venons d'examiner; il 
y en aurait eu un pluâ grand nombre, si l'on avait laissé plus 
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de conditions à remplir dans le mouvement ou la nature des 
lignes génératrices; mais on ne peut qu'indiquer ici ce sujet. 
Cependant nous aurons bientôt l'occasion de faire connaître 
..encore une classe de surfaces remarquables : ce sont toutes 
jsfelles qui, comme les cylindres et les cônes, peuvent, sans 
déchirure ni duplicature, s'étendre sur un plan, et que pour 
cette raison on nomme surfaces développables (161). 

Enfin, il faudrait aussi montrer le procédé à suivre pour par- 
ticulariser, d'après des conditions données, les formes des 
fonctions arbitraires contenues dans les équations primitives 
des familles de surfaces; mais comme son principal usage se 
rapporte au Calcul intégral, je l'exposerai à la suite de l'inté- 
gration des équations différentielles partielles. 

144. Considérons maintenant les diverses manières, de pas- 
ser d'un point à un autre, sur une surface quelconque. 

Lorsque x tarie seul et dévient x -4* A, on passe du point M 
(flg. 37) BU point m, situé sur la section Qlf m, &ite par un 
plan paiallèle i celui des arjc, et mené par le point M; i'ordon* 
née m' m de cette section a pour développement la série 

\ Az h A^z h} A^z A' . _ 
Ax I Ax^ i.a Ax^ 1.2.3 

Si c*est j qui se change ^ /H- À*, et que x demeure con- 
stant, on passera au point n situé sur la section PM/i ^ite par 
un plan parallèle à celui des yz^ meiié encore par le point M, 
et le développement de l'ordonaée n'n 4e cette section sera 

_Azh AH **« d'z h 
^""d77"*'dpT:^'*"dPi.2.3 "^®^^' 

£n faisant varier a? et / en même tem(>Si o<i passera du 
point if à un point quelconque N^ et eel^de deux manières 
diirèrentes» savoir» en sobsiituant / h- .i* au^ lieu de y dans lo 
premier développement ci«dossuSt. ou bien x^hwà lieu de x 
dans le secoad. Kar l'une de <e8 opérations, 00 pftsse de l'or*- 
donnée m' m à l'ordonnée N'N, dans la section j!?iyiN, et par 
l'autre, on passe de n'n a N'N» dans la seetion f/»N. U est évi- 
dent que ces deux sections doivent se rencontrer au point N, 
sans quoi la surface proposée ne serait pas continue : il faut 
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donc que les résultats rapportés dans les n*" 39 et W> soient 

identiqpes; et l'équation ^ . = , . i à laquelle tient cette 

circonstance, n'est que l'expression de la loi de continuité. 
Ayant à considérer particulièrement la série 

. ûz r , dz , 

+ etc., 

qui exprime I^ développement de la valeur de z correspon- 
dante à^p + Aetàz+frf pour abréger, je la représenterai par 

z^ph^qk-^ i (rfr4-2âAAr-»-/*»)4-etc., 

en posaat 

Az ^ d*_ d»J5 d»z _ *^_, 

Ax^P' dr""'* dP'^''* dord/"^*' d^"^ ' 

et je ferai observer que le rapport 

déterminant la direction de M'N' par rapport aux axes des x 
et des^, fait connaître celle du plan M'MNN', mené perpen- 
diculairement au plan ABC, et coupant suivant MN la surface 
proposée. 

115. Il suit des considérations précédentes et de ce qui a 
été dit n^ 136> que si « = o représente l'équation d'une surface 
courbe, les équations différentielles 

du d« dx Au Au Az 

Ax Az Ax Ay Az Ay 

appartiendront respectivement aux deux sections QMm et 
PM»; la coordonnée j^ n'entrera dans la première que comme 
une constante arbitraire, qui détermine la position du plan 
coupant : il en sera de même de la coordonnée x dans la se- 
conde. On ne doit pas confondre le d;» de l'une de ces équa- 
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lions avec celui de Tautre, puisque ces deux différentielles ne 
sont que partielles (135). 

La différentielle totale» où l'ensemble des termes du premier 
ordre, ayant pour expression 

, dj5 , dj5 , , , 

ûz =pdx est la différentielle de l'ordonnée de la section pa- 
Fâll|le au plan des xz; semblablement dz = qdy est celle de 
l'ordonnée de la section parallèle au plan des 7:2. 

Si Ton demandait la différentielle de l'ordonnée de la section 
faite par un plan quelconque M'MNN' perpendiculaire à celui 
des ay, l'équation de ce plan, de même que celle de sa com- 
mune section M'N', étant delà forme/=aj?-|-p ( Trig., 176), 
établirait une dépendance entre les coordonnées a: et y; i\ ne 
serait plus permis de faire varier l'une sans l'autre, et z ne 
pourrait changer que d'une seule manière ; il faudrait alors em- 
ployer la différentielle totale dz=pdx'hqdy, en observant 
que l'équation du plan coupant donne dy=:adx, d'où il suit 

dz = [p-hoLç] dx. 

Cet exemple offre l'explication géométrique de ce qu'on lit 
dans le n^ 46, relativement à l'emploi des différentielles to- 
tales. En supposant toujours une dépendance entre les deux 
variables, on fixe la direction dans laquelle on passe d'un 
point à un autre sur la surface proposée; car si la section MN 
n'était pas faite par un plan perpendiculaire à celui des xy, et 
qu'elle eût en conséquence sur ce dernier une courbe pour 
projection, la droite M'N' serait la tangente de cette courbe au 
point M', et la projection de la droite qui toucherait, au point M, 
la section MN faite dans la surface proposée. 

146. La première remarque qui se présente, c'est que la 
limite du rapport 

NN' — MM^ 
M'N' ' 

donnant la tangente trigonométrique de l'angle que fait, avec 
sa projection M'N', la droite qui louche au point M la section 
formée dans la surface par le plan M'Mf^N' (58), mesure Tin- 
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clinaison de cette section par rapport au plan des xy^y et in*- 
dique par conséquent la pente de la surface, dans la difec- 
tion MN. Or, pour passer à la limite, il . ftfut substituer aux 
accroissements 



NN'— MM' et M'N'=v/M'm' + N'ii/, 
les différentielles correspondantes 

dz(/>-f.a?)d^, ^dar»+ d/» = d J? ^H- a», (145) 
d*où il résultera pour la limite cherchée, 

Cela posé, on peut demander quelle doit être la situation du 
plan coupant M'MNN' pour que l'expression ci-dessus, qui va- 
rie avec Tangle N'M'm' dont la tangente = « soit un maximum. 
Pour résoudre ce problème, il faut différentier cette même 
expression par rapport à a, et égaler le résultat à zéro (101) ; on 
trouvera 

.3 ^ = o, d'où ç— pa = o, a = ^î 

.{l + a»)* *" 

et si l'on met pour a sa valeur -p » on formera Téquation diffé- 
rentielle 

qAx — pijr=zo, 

qui, conjointement avec celle de la surface, 

dz=:pdx -\- qûjr, 

fera connaître la direction dans laquelle doivent se succéder 
les points consécutifs pour descendre du point M au plan des 
xjr par les arcs les plus inclinés, ou la ligne de plus grande 
pente qui conduit de ce point au plan des xy. Cette ligne, qui 
généralement sera courbe, se présente souvent dans les arts 
de construction. 

lA-T. Venons maintenant aux osculations des surfaces; con- 
cevons-en deux passant par un même point ayant pour coor- 
données X, y, Zy et qu'en changeant x en x-^- h, y en /-f- fr. 
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l'équation de la première surface donne 

et celle de la seconde 

z-hPA-4-QA--f- - (RA'-f- aSAfr -t- Tft») -H etc.; 

2 

leur distance pour le second point que Ton considère sera, 
dans le sens de l'ordonnée z, 

^L[[r—K)h'-ho^[8 — 9)hk-+'(t — T)k'] 

-h etc., 

série qu'on peut rendre convergente, en prenant A et A* très- 
petits, et qui diminuera de plus en plus de valeur, lorsqu'elle 
perdra les termes de sa première ligne, puis de sa seconde, et 
ainsi de suite* 

En raisonnant ici comme on l'a fait par rapport aut courbes 
dans le n^75, on se convaincra qu'une troisième surface pour 
laquelle ces termes ne disparaîtraient pas, passerait nécessai- 
rement en dehors des deux autres, dans tous les points qui en- 
vironnent leur point commun. 

Lorsqu'on aura 

/> — P = o, q — Q = o, 

les deux premières surfaces proposées se toucheront, et leur 
contact sera du premier ordre ; il sera du second, si l'on a en 
même temps 

r — R=o, s — S = o, / — T = o, 

et ainsi de suite. 

148. Si l'on suppose maintenant que l'équation de la seconde 
surface renferme un certain nombre de Constantes indétermi- 
nées, on pourra disposer de ces constantes pour anéantir les 
premiers termes de la distance des deux surfaces, et établir 
ainsi entre elles le contact de l'ordre le plus élevé possible, 
c'est-à-dire une osculatîon. 

En représentant par a/, y, z' les coordonnées de la seconde 
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surface, la première condition à établir, c*6St qu'en changeant 
dans son-équation, que je représenterai par V'=o, x' ety enx 
et X» on en tire 

afin que les deux surfaces aient un point commun. Remplaçant 
ensuite les lettres 

P» q, r, s, /, etc., P, Q, R, S, T, etc., 

par les coelOicients différentiels qu'elles désignent, leseondi- 
tfons posées <bns le numéro précédent deviendrai, pour un 
contact du premier ordre, 

dz' dz Az' d^^ 

în?""d:p' d7""dr** 

de plus, pour un contact du second, 

£^_d»z d*z' __ d}z à}z' _&z 
d^"""dar*' dx'd/^d^d/* d/» d/»' 

et ainsi de suite, ce qui établit que les différentielles partielles 
du premier ordre, puis celles du second ordre, etc., de Téqua- 
tion V'x=o, sont satisfaites quand on y change af^fy z'' et 
leurs différentielles, en j?, j, js et leurs différenlieiles. 

Itô. Appliquons d'abord ce qui précède au plan, en prenant 
pour V'=o réquation 

z'= A^'-|-B/4-D [Trig., 176); 

comme il n'y a ici que trois constantes, on ne peut satisfaire 
qu'aux trois conditions du contact du premier ordre.^ La pre- 
mière donne 

J8'= z = Aor -h Bj -h D, 

et les deux autres 

dz' . d£ d^ ^ da 

daf'^'^—di:' d/ ~ d/ 

En vertu de celles-ci, il vient d'abord 
dx dj-^ 
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et retranchani cette équation de celle du plan, on obtient 

ou 

z'— z =p (x'—x) -h q (/— r) • 

telle est Téquation du plan tangent à la première surface, au . 
point dont les coordonnées sont x, j, z. 

On déterminerait encore ce plan par la condition qu'il doit 
contenir les tangentes de toutes les sections qu'on pourrait 
faire dans la surface, par le point M ; car pour ces tangentes, on a 

dz = (p'i^aq)ûx (IW), 

et, lorsqu'on fait dx = 0Ldx, l'équation du plan donne 

iz'z=Adx^Bûx=: (A-4-«B)d^, 

résultat qui sera identique avec le précédent, quel que soit a, 
si A=/> etBr=9. 

150. La droite perpendiculaire au plan tangent, menée par 
le point où il touche la surface proposée, s'appelle normale, et 
ses équations sont, d'après celle du plan tangent, 

j/— J? -+-/>( J5' z) =0, 

y—jr^q[z'—z) = o (Trig., 182) {-). 

La distance du point considéré sur la surface courbe, à un 
point quelconque pris sur la normale, sera 

V(^— ^)'-f- (/— r)'-i- [z'— zY= [z'—z] v/i-+-f"4-g% 
d'après les équations ci-dessus; et si l'on fait z'= o, le résultat 

donnera la longueur de la partie de la normale comprise entre . 
la surface proposée et le plan des xy* 

151. Les conditions d'un contact du second ordre étant au 
nombre de six (148), ne peuvent pas toujours être remplies par 



(") Nous les retrou veron» plus loin (I1S7), par une considération dem«jr(- 
mum et de minimum. 
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la sphère > puisque son équation générale ne renferme que 
quatre constantes, savoir^ les trois coordonnées du centre et le 
rayon [Trig.y i84) : elle ne saurait dope avoir dans tous les 
sens la même courbure que la surface proposée. Pour mesu-> 
rer cette courbure, il "faut employer deux cercles osculateurs 
diirérents, qu'Euler a déterminés le premier, mais auxquels 
Monge est ensuite parvenu par des considérations très-élégantes 
que je vais exposer. 

On a vu, dans le n® 80, que les points de la développée, ou 
les centres de courbure d'une courbe, sont les limites des in- 
tersections des normales; étendons cette définition aux sur- 
facesi en cherchant les limites des intersections de leurs nor- 
males consécutives, et pour cela reprenons les équations 

(a) ' x' — x-hpiz' — -») = o, 

(*) /— r-l-?{^' — ^)=o, 

trouvées dans le numéro précédent. Les quantités j?,/, z^.p, g, 
relatives au point que Ton considère sur la surface propo$ée;, 
sont constantes pour la même normale, mais elles changent 
de valeur lorsqu'on passe à une seconde normale; or, ce pas- 
sage pouvant s'effectuer dans une infinité de directions» savoir, 
du point donné à chacun des points environnants, il faut fake 
varier en même temps a:,/ et js; et puisque l'on ne cherche 
qtie le point d'intersection de la première normale avec la se- 
conde, on regardera comme constantes les coordonnées x', y' 
et z', affectées à ce point. 
En différentiant ainsi les équations (a) et (i), et posant 

dp = rdx '{' sdy, dq = sdx-^tdx (lWet44), 

on trouvera 

(a') — dx — p*dx — pqdy'i-(z' — -«) (rdor-f-^dj) =0, 

[b') — d/ — fl'dj — pqdx"h{z' — z) (sdx-^- tdy) =0. 

Mais les équations (a) ei[b) donnant les valeurs de x' — x et 
de y — jr^ lorsque celle de z'-^z sera connue, il faut, pour que 
la question proposée ait une solution, que les deux équa- 
tions (a') et (&'] s'accordent dans la détermination de cette dee- 
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nière quantité, c'est-à-dire qu'on ait 

rdx-hsdx sdx-{-tijr ' 

ce qui établit une relation entre dx et-dj, et montre que la 
secondé normale ne rencontre la première qu'autant que le 
point d'où t^le part est dans la direction marquée par la valeur 

de -p« Or, en faisant 

dy=^mdx 

dans réquation précédente, et ordonnant par rapport à m» on 
obtient le résultat 

i-{-p')s—pqr] = o, 

qui donne pour m deux valeurs : il n'y a donc, en général, à 
chaque point d'une surface, que deux directions dans lesquelles 
deux normales consécutives se coupent, et soient par consé- 
quent dans le même plan. 

Un simple changement de coordonnées suffît pour mettre 
en évidence la relation que ces directions ont entre elles, sur 
la surface proposée. Il est visible d'abord qu'on peut faire coîn- * 
clder le plan dés ;rj avec le plan tangent au point que Ton con- 
sidère, et placer Torigine des coordonnées à ce point, sans, 
pour cela, déranger la position respective de la surface propo- 
sée, et de ses normales; mais alors ^ = o, j^= o, z = o, et, 
dans l'équation du plan tangent, z' doit être nu! quels que 
soient ^ ety^ ce qui exige qae/> = o, ^f = o, et réduit rétpia- 
tion (c) à 

f,. t) 

J/n'-h tr — l)/w — * = o, ou m*-^- -m — i = o. 

s 

En nommant m' et m" les racines de celle-ci, on a 

et comme à présent toutes les droites qui touchent, au point 
M [fig, 38), la surlEace proposée^ se confondem a¥ec leur pro- 
jection sut le plan des xy, m' et mf^ représenteront les tan- 
gentes des angles que font, avec l'axe des x, les droites indi- 
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quant les directions sur lesquelles on trouve le$ nonnales qui 
se coupent; ainsi, ces directions seront perpendiculaires entre 
elles (*)/ 

152. On voit aussi qu'en menant par Taxe des z, qui coïn- 
cide à présent avec la normale M6, et par chacune des tan- 
gentes MN' et M/i', correspondantes aux valeurs m' et m", des 
plans, ils couperont la surface proposée suivant deux courbes, 
dont les cercles osculateurs seront aussi ceux de la surface, 
puisqu'elles auront deux normales communes avec cette sur- 
face, tandis que les autres courbes ne sauraient en avoir 
qu'ufle. 

C'est par les rayons de ces cercles qu'on mesure les cour- 
bures de la surface proposée; or, leur expression est évidem- 
ment celle de la distance 

entre l'intersection des normales et le point que l'on considère 
sur cette surface. Par la substitution des valeurs de V — x et 
dey — X» tirées des équations (a) et (6), on trouve 



où il n'y a plus qu'à substituer pour z' — ^ sa valeur tirée de 
l'une des équations [a') et [b'); mais on arrive à une valeur 

indépendante de m, en éliminant d'abord 3^ de ces detii: 
équations, ce qui donne 

Id) -('+/>'l+(^^-^)r_ pq-(z'-z)s . 

posant ensuite 

[z' — z) yT^TpM^ =^9, d'où z' — z = 



puis substitutni cette valeur àe z' — z dans l'équaUon précé- 
dente, fiaiisant disparaître les dénominateurs, et ordonnant par 



{*ym resterait iadéterminie û Ton arait en outre « s o, r -> i = o, ce qui 
a lien poiir la sphère seulement, paroe que tontes set normales passent par son 
centre , que Von suppose ici dans Taxe des s. 



(«) 
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rapport à ^, on obtient 

équation dont les racines exprimeront les rayons des deux 
cercles osculateurs. 

Les valeurs de m, données en fonction de x, j» z, changeant 
avec ces variables, pour chaque point de la surface proposée, 
il en résulte les équations différentielles 

qui déterminent, sur le plan des j:j, deux courbes passant par 
le point M' {Jig. 87), et qui sont les projections de celles qu'il 
faut suivre sur la surface, pour rencontrer des normales qui se 
coupent. 

Chaque point M de la surface proposée se trouve sur deux 
de ces courbes; celle qui répond à la plus petite des valeurs 
de 9 est ]a ligne de plus grande courbure, l'autre est la ligne 
de moindre courbure. 

Quand les valeurs de 9 ont le même signe, les deux cour- 
bures de la surface sont tournées dans le même sens, et en 
sens contraire si ces valeurs sont de signes différents* 

Enfin, si l'on élimine a:, y* et z entre l'équation de la sur- 
face proposée et les équations (a), (6), (rf), on aura, par les 
^coordonnées ^, y, z', l'équation de la surface qui est le lieu 
de tous les centres de courbure de la proposée, et qui, en gé- 
néral, sera composée de deux nappes, dont Tune contiendra 
tous les centres de la plus grande courbure, et l'autre ceux de 
la plus petite (*). 

Des points singuliers des surfaces combes, des maximums et 
minimums des fonctions de plnsieurs variables. 

153. Les surfaces courbes offrent, dans leur cours, non- 
seulement des points singuliers distincts, en nombre limité. 



(*) On trouvera, à la page 58o du i*'^ volume du Traité Sn-4<>, la formule pour 
déterminer par ces courbures celle d'une section faite dans la surface par un 
plan quelconque. 
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mais ces points y forment aussi quelquefois des suites conti^ 
nues, qu'on pourrait nommer lignes singulières/ les uns et les 
autres correspondent à des iraleurs particulières des coeffi- 
cients différentiels de l'ordonnée de la surface, analogues à 
celles qui nous ont conduit à la détermination des points sin- 
guliers des courbes. Mais pour se faire une idée de la forme 
d*une surface» il ne suffit pas d'en chercher des points isolés; 
il faut, comme pour la construire, imaginer un ensemble de 
sections faites par des plans ou des suriaces assijyetties à une 
loi constante et déterminée. 

C'est ainsi qu'on peut reconnaître en quel point d'une sur- 
face son ordonnée est un maximum ou un minimum, c'est- 
à-dire plus grande ou plus petite que toutes celles qui l'en- 
tourent immédiatement, dans quelque direction qu'on les 
prenne; car il doit y avoir alors un maximum ou un mini" 
mum sur toutes les sections que forment, dans la surface pro» 
posée, les divers plans passant par cette ordonnée. Or, en po- 
sant pour Tune de ces sections 

dj^=ad^, 

le coefficient différentiel de la variable z considérée comme 
l'ordonnée de cette section sera exprimé par 

Az P'¥-fiq 

et devra être nul ou infini (101), indépendamment d'aucune 
valeur de a, pour qu'il y ait maximum ou minimum, quelle 
que soit la situation du plan coupant. 

Les conditions du premier cas seront donc 

p = o, q = o, 
ou 

dz dz 

et par leur moyen, on déterminera les abscisses du point 
cherché; mais, comme dans les courbes, on ne pourra pas 
conclure de ces seules conditions qu'il y ait maximum ou 
minimum : tout ce qu'il s'ensuit nécessairement, c'est que le 

«•éd. I. ** 



^an tangent est parallèle à cdw de» jr;**, pdis^BWf sofi^^ é^tiff- 
tion se réduit alor» k»' — z=so ( 149)* 
Si la surface proposée est k sphère donnée par Téquation^ 

on aora 

tfoù 

et on verra, par l'expression 



z = ^a* — x^ — y', 

que toutes les valeurs de js qiïi répondent à des abscisses 41 f- 
téveate^ de zéro sooit << a. 

154. £n n'ayant égard qu'à la marche des valeurs de l'or- 
ïfônnée z^ on rencontre aussi des maximums et des minimums 
qui rendent infinis les coefficients différentiels /^ et 9 : en 
voici un exemple. 

Si dans l'équation 

zz=:b+[x'^y^)K 

on fait X Qly nuls, en aura z=iby et dès qu'on prendra x etj 

différents de zéro, on rendra js >> 6. Cette valeur est donc bien 

un minimum; nuiis en supposant aussi x ely nuls, dans les 

expressions 

:ifX HT 
p = 7' q = î> 

un trouve -• Pour en cennafhre te VTa*e valeur, H tout cfabotd 
o 

poser ^= m^r, ce qui les efaange M 



2m 
f> 9= — î ?' 



3x* (i4-m>)» 3x* (i-h/n»)» 

e^ montre qu'elles sont réellement infinies, lotaqpue « =3 o ei 
que m est assignable, d/où il résulte >^ as o. 
, A la vérité^ si l'on cherche la forme de eette partie de k 
surface, on reconnaîtra sans peine que le poHH qui répond 
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à asssoy y^=^Oi est une espèce et bec ou de rebi^ousseiMtit» 
ai» delà daqvel: la surface ne s*étend pas» et semblable à celui 
(fue firoduiml b courbe EM [fig. i4) eli tournant autotir de la 
Kgm PM. On terra aussf que ^ et 9 se présentent sous là 

forme ~ 9 parce que la position du plan tangent à ce point est 

indéterminée, puisque tout plan qui passe par Taxe des z 
touche et coupe la surface. 

Il existe aussi, sur les surfaces courbes, des suites de points, 
ou des lignes datls lesquelles elles retournent sur eiies-mêmes, 
qui sont nommées arêtes de rehroussement (on en verra bien- 
tôt un exemple), et d'autres ligoes où les cOù^butes changent 
de côté. Celles-ci sont des /ignai d'inflexion^ «^ pieovent se 
reconnaître par le changemem de signe de» rayons et eotti^ 
bure; mais tous ces détails sortant des li^mites cpie j'ai dû me 
prescrire, je vais passer à la recherche purement analytique 
des maximums et des minimums des fonctions de deuii vih 
riables. 

155. Il est évident que la différence 

u' — u = ((x-+'h,jr-hk) — t(x,x). 
enu*e iettx vàlews successives d'une fonction, lorsque les ac- 
croissements demeurent très-petits, mais sont d'ailleurs quel- 
conques, doit rester toujours positive si la première valeur 
de u est un minimum^ ou négative dans le cas contraire. 

Pour examiner les conséquences de cette condition, il faut 
en général développer, suivant les puissances ascendantes des 
qtramités h et k, la différence indiquée ci-dessus; mais en nous 
bornant ici au cas où les coefficients différentiels ne deviennent 
pas infinis, nous pourrons faire usage de^ la série du n** kU et, 
pour abréger, nous désignerons par 

t, C, », E, f, etc., 
les fonétkMus 

du ûu û*u 4Fài ^A 

j — ' j~** 1 — i> 1 — T"» j — ;' etc.' 

éx ûjr éx* ûx(ïx dj^ ^ 

Posant ensuite A- 3±f d *, il vVendi^ 

«' — M = Y (B + C«) 4- ^4 (I^ "^ ^^* -»^ ^*') -*- ^^> 
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série dans laquelle le terme aflécté de la première paissance 
de h pourra devenir supérieur à la somme de tous les autres; 
et comme il changerait de signe en même temps que A, Il fau- 
dra qu'il s'évanouisse lors du maximum ou du minimum, ce 
qui fournit Téquation. 

B-i-Ca = o, 

qui, devant subsister dans toutes les relations de k avec A, 
doit se vérifier indépendamment de a : on aura donc 

t% n dw dw 

B = 0, C = 0, ou T— =rO, -=—=0, 

ainsi qu'on l'a déduit des considérations géométriques (153). 
Ces conditions étant remplies par les valeurs de x et de ^ 
déterminées en conséquence, il faut encore que les coeffi- 
cients D, £ et F ne s'évanouissent pas en même temps, et, de 
plus, que le signe de la quantité qui forme la seconde ligne du 
développement ci-dessus soit indépendant des valeurs de «• 
En donnant à cette ligne la forme 

on voit que son signe restera le même si le polynôme 

n ■ ..: change pour aucune valeur de a; et c'est ce qui arrivera, 
si , étant égalé à zéro , il n'admet pour a que des valeurs 
Imaginaires ou des valeurs égales : or ces valeurs., exprimées 

en général par 

— EztVE» — FD 
« = F ' 

seront imaginaires lorsque E*< FD, et égales si E» = FD. 

Sans ces conditions, il n'y aura ni mcurimum ni minimum; 
et comme elles exigent d'abord que F et D aient le même 
signf, celui de la quantité {a) ne dépendra plus alors que du 
signe du coefficient F; on aura donc un mininium s'il est posi^ 
tif, et un maximum s'il est négatif. 

Euler, dans ses Institutiones CalcuU differentialis^ n'indique 
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qu'une seule condition, savoir, que 1) et F soient de même 
signé; Lagrange montra le premier qu'elle n'était pas suffi- 
sante, et donna sur ce sujet une théorie à laquelle il ne man- 
quait plus que l'examen du cas où E' c= FD, discuté depuis par 
M. Français {*). 

Si les coefficients du second ordre s'anéantissaient en même 
temps que ceux du premier, il n'y aurait maximum ou mini- 
mum qu'autant que les coefficients du troisième ordre dispa^ 
rahraient aussi, et que les termes du quatrième formeraient 
une quantité dont le signe ne dépendrait aucunement de a,, 
c'est-à-dire que le polynôme en a, qui monterait alors au 
4* degré, étant considéré comme une équation de ce degré, 
n'aurait que des racines imaginaires ou des racines égales. 

. 156. Pour exemple analytique, j'ai choisi la question sui- 
vante , analogue à celle du n^ 103 : Partager la quantité 
a en trois parties, x, y, a — x — y, telles, que le produis 
x^y" (a — X — y)'* soit un maximum. 
On a alors 

u = ai^jr[a—x—jry, 
— '=af*~*^ [a — X — y)f^^ | ma — mx — my-^px | = o, 

— ?=a:r»y^» [a — x — y)i^^ | na — nx — ny — px\ =o; 

les facteurs ma — mx — my—psfex na — nx — ny — py, étant 
égalés à zéro, fournissent les équations 

m{a— X— j)— />ar = o, n{a-^x—y)^py=o, 

qui, par l'élimination de a — x — y, conduisent à 

mpy—npx = o, dou r=— î 

et l'on trouve ensuite 

ma na pa 

xz=. 9 r= » a — X — r= Ç — ■ — • 

m-f-n-hp "^ w-t'/i-hp "^ m-^'n-^p 



C») Vojres le Traité in-4S IH' volume, page 63 1, 



mna [ma\^-^ 
T 



Pour «avoir M oeft voleiivs ap^nteaiieiit on effet à «in nuiMir 
mum^ 00 lo6 substituera dane 1«& expressions générales de 

d»a d'tt d^M^ 
jp* di: d j* dj'' 

«0 C»i39nl f iMHir abrégar* JK-f^n^/y^f» po trouvara 

(^r(7)"'(^r' 

Les quantités D et F sont toutes deux négatives, et l'on s'assu- 
rera sans peine qu'elles remplissent la condition E'<^DF 
lorsque les exposants m, n^ p sont positifs; ainsi on a obtenu 
le maximum demandé. 

157. Comme application géométrique, je prendpai la déte^ 
mination de la plus courte distance entre un plgn et un point 
donnés. 

Soient or, ^y j| tes coordonnées du ^plaiiy qui sont les incon* 
nues du problème, ^, /', z' celles du point, qui sont les 
données ; la distance entre }e point et le plan sera exprimée 
par 

qui devra être considérée comme une fonction des deux va- 
riables aBeXy-fk cause de la dépendance qu'établit entre ceUes-ci 
et l'ordonnée z l'équation du plan donné. Si on la représente 
par J5 = Ax -4- Bj-h D, que l'on différentie u dans cette hypo- 
thèse (136), on aurîi dz=5Ad^ + Bd/, et, supprimant les 

dénominateurs des valeurs de -j- et de 3— > on trouvera 

ax ûy 

X'^x'-^(z — z') A = o, y — y '\-[z — 2')B;=o, 

équations qui sont précisément celles de la perpendiculaire au 
plan donné. 
S'il touche^ au point dont les coordonnées sont x, y, z, une 
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surface courbe pour hqueile dz=ipix'i-qd^, toînmt alors 
A z=:p, B = q, les équations ci-dessus deviendront celles de la 
normale à cette surface (150). 

De l'^ppttoaftioii an Galovl êUÊènviMk ans covrlies à éaM» 
eoiahûn, «( éa» «nrCacas dérei^^ipabta. 

158. On sait {Trig., 193) que deux équations primitives 
entre trois variables se représentent par une ligne considérée 
dans respace > tandis <qu'une seule équation entre trois <va* 
riables appartient à une surface. Lorsqu'on veut appliquer U 
Calcul différentiel aux courbes à double courbure, on peut les 
regarder comme les limites de polygones dont trois côtés con- 
sécutifs ne sauraient être dans lé même plan. Le prolonge- 
ment de Tun de ces côtés donne la tangente, de même q«ie dans 
les courbes planes. 

Ainsi la tangente XT (jle la courbe MX (Jig. ig) est la droite 
qui passe par les points dont les coordonnées sont 

^>X'^' x-f-dor, X'+'^Xy ^-^-àz; 

et Ton aura, pour les équations de ses projections sur les plaw 
des J^x et a:Zf 

qui appartiennent évidemment aux lîjgnes M'T' et M'^T'', tan- 
gentes aux projections M' X' et M^X^ delà courbe proposée(68). 
Il ne reste plus qu'à mettre dans <:es équations, aii lieu dos 
coordonnées/*, Zy et de leui^s difSérentielles, les valeurs tiries 
des équations des projections de la courbe proposée, 

159. Deux tangentes consécutives TM et tm déterminent le 
plan qui passe par deux côtés consécutifs, et qu'on nomme 
plan osculateur: on peut trouver son équation en le regardant 
comme passant par trois points consécutifs de la courbe prQ- 
posée. Soit donc 

2'= Aar'-hB/4-D 
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son équation ; il budra qu'on ait d'abord 

z = Aj;-f-B^-hD, 

puisqu'il doit contenir le point dont les coordonnées sont Xj 
^ et ^ ; et pour que les deux points suivants s'y trouvent aussi, 
il faudra de plus que la diiTérentielle première et la différen- 
tielle seconde de son équation aient lieu en même temps que 
celles des équations de la courbe proposée. 

On pourrait prendre une des différentielles d^, d/ou dz 
pour constante (133); mais il sera plus symétrique de les 
traiter toutes comme variables en même temps, et il viendra 

dz =Adx-hBd7-, 

d»z==Ad»x-hBd»j, 
d'où l'on tirera 

. _ d^d»7 — dj^d'z p_ d^d»^ — d;gd»ar ^ 
dard'j — d^d'or' "" dord'j — djd'af' 

puis retranchant l'équation 

z =Aj: -hB^-f-D 
de 

y=A;r'+B/-4-D, 

mettant ensuite pour A et B leurs valeurs, faisant disparaître 
les dénominateurs et passant tous les termes dans un seul 
membre, on trouvera 

(x'—x) (dx^*z — ézé'x)'h(y—r)(AzA^x — ixi^z) 
-h(jï' — z) {AxA^x — djd»^) = o, 

résultat remarquable par sa forme. 

En y substituant pour deux quelconques des trois coordon- 
nées X, X, z leurs valeurs tirées des équations de la courbe 
proposée, on aura l'équation du plan osculateur, particularisée 
par la coordonnée restante. 

Ici s'offre l'occasion de vérifier ce qu'on lit à la fin du n" 132 ; 
car si^ en regardant d'abord 7- et >3 comme des fonctions de x, 
on 6it 

dx = pAx9 d'j^ = 7d;r% ûzz^j/àx, d^zz=q'dx*. 
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et qu'ensuite on suppose les trois variables fonctions d'une 
quatrième l, on aura» par le n"* 131, 

valeurs dont la substitution dans Téquation du plan osculateur, 
faisant disparaître d^x, conduit au môme résultat que si Ton 
eût fait d^: constant. 

160. On observera en passant que la différentielle de Tare 
de la courbe a pour expression 



Vda:»-Hd/»-hdz% 

puisque o*est celle de la distance des points dont les coordon- 
nées respectives sont 

x,Xf^9 ^-4-dj;, j-f-dj, z-^dz. 

161. La série des tangentes d'une courbe à double cour- 
bure> ou, ce qui revient au même, la suite de ses plans oscu- 
lateurs, lorsqu'on le^ mène par des points peu éloignés, forme 
un polyèdre composé de plans angulaires accolés les uns aux 
autres par un côté commun, et qui peuvent se ramener au 
même plan ou se développer en les faisant tourner autour de 
ce côté : c'est ce que représente la fig. 4o. Si, pour plus dé 
simplicité, on n'y considère en premier lieu que les lignes 
tirées en plein , on verra bien comment les côtés dû poly- 
gone MMiMsMb* . ., prolongés danç le même sens, forment 
les angles 

TM.T,, T,M,T,, TtMaT,, T,M4T4, etc., 

situés d'abord dans des plans différents et qui se ramènent sur 
un seul en tournant autour des lignes 

M,T,, M,T,, M»T», etc. 

Considérant ensuite leurs prolongements dans le sens op* 
posé, parties qui sont ponctuées et qui croisent la direction 
des autres, en passant soit au-dessus, soit au-dessous, on en 
voit naître une seconde nappe du polyèdre, laquelle rencontre 
la première suivant les côtés du polygone, qui devient ainsi 
une ligne de rebroussement sur ce polyèdre. 
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' il est tend'obftcrvér que chaque cftié de ce poljgefae peut 
être envisagé comme rintersectîon de deux Isices comigués du 
polyèdre^ ^ «chacun de ses angles comme celle de -trois faces 
consécutives du même polyèdre. 

Cela posé, si Ton conçoit que les points pris sulr la courbe 
proposée pour former le polygone se rapprochent de plus en 
plus, le polyèdre tendra sans cesse vers un corps continu qui 
en sera la limite, comme les cylindres jdi les cônes soçt celles 
des prismes et des pyramides ; et sa li^p^ de rebroossement se 
changera dans la courbe proposée, qui est aussi nommée Varéte 
de rebroussement de la surfoce formée par ses tangentes. Telle 
est i'orj^ne la plus simple des surfaces dévelappables ann^Not- 
cées dans le n"* 143. 

Lorsqu'on a les équations de la courbe proposée, celle de la 
surface de ses tangentes s'obtient facilement ; car si, dans les 
éguatioM de la tangente, 

dr 

^'_^^^(^'_;r) (158), • 

op diange x, j» z, en «, p^ y, afin de pouvoir supprimer les 
acceiits affectés au9L coordpjt^nées courantes de cette droite, et 
qu'on représente par 

les équations des projections de la courbe proposée, et leurs 
différentielles, en sorte que les équations de sa tangente d^ 
viennent . , 

(a) r— ?(«^)^?'(«)(-^— ^)f 

{b} ^^*(«)=f (*){4r-^«), 

cette droite n'est plus particularisée que par la valeur de a. Si 
donc on élimine a, ce qui est toujours possible quand les fonc- 
tions f et ip sont connues, l'équation résuhante en x,yeiz ap- 
partiendra à l'ensemble des tangentes de la courbe proposée et 
sera par conséquent l'équation de la surface qu'elles forment. 
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Il est évident qu'on pourra reconnaître par cette é^uaHeti si 
la courbe donnée ^l plane ou.à dcHible courbure, puisque dans 
le premier eas la j$uiface dont on Fient de parler sera un plan, 
et dans le second une surface courbe. 

OiM|i4 les fomes des lonctiims^f et 4» oe «oui pas données» 
l'élimination ne ^ut «'effectuer qu'«n diiféremivfH, et fon 
parvient alors ,au oaraei^ général 4es s«iriiees4éTeloppables. 
Illaut d'jtberd observer que Féfuacfton {a) 9 établissant une re* 
lation eMre r» y^ «, ^it voir que la dernièffe de ces quaiidilés 
est nue fonction des deux autres : je étfférentîe ùcvic sous ce 
point de ivue, et successivement par rapport kjtr^X par rapport 
à 5^, las équations' (a) et (i). Pour abréger, je pose 

j • ji da * da „ 

aprè3 les réductions, il vleuat 

0«=V{«)^(^-^.a)«V(«)^ 

iQM^ttwt fiçxtn Am» le^ valeurs 4e /'«t 4e q celles d^ {ji;-^^) ci,' 
et de [x — a) a'', tirées des deujç première* éqmtiouSj p «t ^ 
prendront la forme 

4» et H^ désij^nant des fonctions dépendantes de 7 et de 4^, et par 
conséquent arlûtraires. Il résulte évidemment de là que 

jP«=w(4f), 

tj étant aussi une fonction arbitraire comme les précédentes. 
Maintenant si l'on fait, ainsi que dans le n"" 151, 

. d^;ç=rdd7 4-*dj^, dg=5^djp-H/d^, 

qu'on ditférentie successivement par rapport à ar et par rapport 
à Xy l'équation p=z^(q)^ on obtiefidin 

r=o'(g)5, s = fa'(q)t; 

et éliminant la fonction ci' (g), on aura enfin l'équation diffé-* 
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rentielle partielle du second ordre 



rt — ^=o, ou 



dar» d/» \dxd// ""^' 



qui exprime le caractère général des surfaces développables, 
découvert par £uler, mais sous une autre forme. 

Il faut d'abord remarquer que l'équation {e) du n* 153 se 
réduit au premier degré lorsqu'on y fait rt — s^sszo, ce qui 
montre que les surfaces développables n'ont qu'une seule 
courbure, et qu'à proprement parler l'une des deux valeurs 
de ^ devient infinie dans ce cas. La ligne de courbure qui s'y 
rapporte est précisément une des tangentes génératrices, celle 
qui passe par le point que l'on considère. 

Le plan qui touche la courbe à ce point passe par la même 
droite, à tous les points de laquelle s'étend le contact entre le 
plan et la surface proposée, comme il est aisé de le voir, puisque 
ce plan n'est autre que la limite de ceux qu'on mènerait par 
deux tangentes consécutives. 

Cette propriété, particulière aux surfaces développables et 
résultant de ce qu'elles sont composées de lignes droites qui 
se coupent deux à deux, les distingue de toutes les autres 
surfaces sur lesquelles le contact avec un plan n'a lieu, en gé- 
néral, que dans un seul point. 

162. Mener une normale à une courbe considérée dans l'es- 
pace est un problème indéterminé ; car il existe un nombre 
infini de droites qui, passant par le point donné, sont en même 
temps perpendiculaires à la tangente : Tensemble de ces droites 
forme un plan perpendiculaire à cette tangente, et qui se 
nomme plan normal. En donnant aux équations. de la tan- 
gente (158) la forme 

on voit que l'équation du plan normal est 

(x'-x)lj + (r'-r)gf-HV-z=o ( JW/r., .82), 
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(i) [x'—a:)dX'+'(y—r)dr'h{z'—z)dz=o. 

Considérons maintenant le plan normal pour le point con- 
sécutif; il est évident qu'il coupera celui qu'on vient de déter- 
miner, et que, sur cette intersection, les coordonnées x',y, z' 
n'auront pas varié, quoique x soit devenu ^r + dor ; on aura 
donc alors 

(2) (x'— ^)d»x-h(/— rld'r-*-!-»'— ^)d»s — d*»=o, 

en posant, pour abréger, 

dx^-h d7*-+- dj8»= d«», 

et le système des équations (i) et [2) représentera la droite dont 
il s'agit. Si on le combine avec les équations de la courbe pro- 
posée, pour éliminer x, y et 2, il restera une seule équation, 
appartenant à la surface qui est la limite des intersections suc- 
cessives des plans normaux, comme la développée des courbes 
planes est celle des intersections consécutives de leurs nor- 
males (80). 

Cette surface est évidemment développable ; car, ainsi que 
celle des tangentes, elle est composée de lignes droites qui se 
coupent deux à deux, puisque, si Ton substitue un polygone 
à la courbe proposée, l'intersection du premier plan normal 
avec le second, et celle du second avec le troisième, seroni 
toutes deux dans le second, et ainsi de proche en proche. 

C'est ce que l'analyse prouve aussi; car si l'on change âr en « 
comme dans le numéro précédent, qu'on fasse da constant, et 
qu'on supprime les accents, les équations (i) et (2] deviendront 

(O ^-«+[r- Tl^n/W + L^-^tWlf («)=o, 

la seconde étant la différentielle de la première par rapporta a, 
ipontre qu'on peut différentier celle-ci par rapport à x et j, 
sans faire variera, puisque les termes qui résulteraient de cette 
fonction seraient nuls en vertu de la seconde équation. La pre- 
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mière donnera donc seulement 

I -\^p^'l(i}= o, ff'((x) -jr 9f («) = o, 
d'où il faut conclure, comme dans le numéro cité, que 

?=«'(?) r). 

163. Nous sommes maintenant en état de déterminer les 
courbures, o\x flexions d'une courbe à double courbure. La 
première, celle qui subsisterait encore quand on développerait 
la suriaee des^ tangentes' ou des plan» oscillateurs^ est celle ckr 
cercle qui est la limite de tous les cercles passant par trois 
points consécutifs de cette courbe, et contenu par coiiséqoent 
dans le plan osculatevt- Son centre^ qui est évidemment l'in- 
tersection de ce plan avec les deux plans normaux consécutifs, 
sera donn^ en joignant Téquation du plan osculateur (1S9) atr 
système des équations (i) et (a) du numéro précédent. 

C^) Si, dans réqpatien (i'), on fait 

a-*r^(«>/(«)4.^(«)f (») = iil, 
c6 qui rendra a fonction de m, on pourra poser 

elilmandM 

(t'y *-+-r«Cm)-i-^r(w»):±iw', 

Ces eqùatfotïs, qui dérivent de celles du plan, x-h Ar+ B£=m, dans laquelle 
on a ¥end\ï àévat dei cdD^nlJës ibnctioils de la trofBiémé, appartiennent à Ut 
Miter des' intefseetioiis d'un> plan* assujetti à se mouvoiv d*«ne manièrtr quel- 
conque dans l'espace : tel est renoncé le plus concis de la fof maiioR des sur- 
faces développables. 

En joignant auk équations (i'') et (3*^) la différentielle de la deuxième, prîaé 
seulement par rapport à nanafin de passer au point commun àdenx interseetion» 
successives des pfans générateurs, oïl aura pour cHd pohit 

(3*) ^♦'^(m')-i-*Y^(m)=tr0 5 

et si Ton élimine m entre les équations (t'^)y (2') et ( .V ), oTi obtiendra Tarëte 
de rebroussementde la surface développable(t61). 

ÎA'éMtfé (fcs surfateii d^èloppables né renferme pas toutes ceUesqui sont 
enfeAdrées pM le- nKfutfeitlent d*uiie ir^^tié dfoiter; îfyttéti mite îéB sarfinf^s 
ffauéhes0m>régf€fs. Vdyei, sur ce sujet, le Ti^ité in-4^ tome r*% page 606, et 
tome III , page 666. 
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Au moyen de ces équations, on déterminerâ les taleurs de 
x'-'X, y—Xt z'—z, 
pour les substituer dans l'expression 

qui sera celle du rayon cherché, que je représenterai par m. 
Si Ton pose d'abord, pour abréger, 

d X d*/ — dj^d* j; = Z» 
dad»^— djird»^=:Y, 
àjr d*jj — d^ d*x = X, 

en indiquant chacune de ces expressions par la lettre qui ne 
s'y^rouve point, l'équation du plan osculateur(159) deviendra 

et en la combinant avec celle du premier plan normal (numéro 
précédent), on en tirera d'abord les valeurs de ar' — x et de 
yfi — jeu ^' — ^^ qu'on mettra dans l'équation du second plan 
normal, qui domiera 

,. _^__ fXdr-Yd^)d.- 

D 
où 

D = (Ydj8— Zd7)*a:+(Zd^— Xd^)d»j4-tXd'r— Yd4*s, 

puis 

(Zd^ — Xd^)d5' 

et substituant ces valeurs dans l'expression de u', on trouvera 

u — g^: • 

Cela fait, on s'assurera aisément que 

Xdj: -4- Yd^-j- Zd>î = o, 
et en ajouunt le carré de cette etpressioii au premier ftotetir 
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du numérateur de tt% on aura 

U^ZZZ^ =r • 

On verra aussi» en développant la valeur de D, qu'elle se réduit 
à X»+ Y*-f- Z« ; on obtiendra donc pour dernier résultat 



L'intersection des deux plans normaux consécutifs étant per- 
pendiculaire au plan du cercle qui passe par les trois points 
pris sur la courbe proposée, en est Taxe, et chacun de ses 
points peut servir à décrire le cercle» en prenant pour rayon la 
distance de ce point à ceux du cercle; mais parmi tous ces 
rayons on distingué/sous le nom de raxon de courbure absolu^ 
celui qui est dans le plan même du cercle, et que nous venons 
de trouver. 

Les valeurs de x*, y, z' feront connaître la position du centre 
de courbure ; et en éliminant ^r, y et z^ on obtiendra les équa- 
tions de la courbe formée par tous ces centres ; mais cette 
courbe n'est point la développée de la proposée lorsque celle-ci 
n'est P9S plane (**). 

La formule précédente , donnant comme cas particulier la 
courbure de l'intersection d'une surface et d'un plan quel- 
conque, se rattache à ce qu^on a vu sur la courbure des sur- 

(*) Si Fon faisait constente la différentielle di, ce qui donnerait 

d«d'^ = dxd*x-^d/d*r + d«d's = o, 

et qu'on ajout&t le carré de la dernière expression au développement ds 
X»H-Y*-f-Z*, on (rouTerait, après des réductions faciles à aperceToir, 



d*x*H-dV4-d*s* 
ftn supprimant tout ce qui appartient à la troisième coordonnée z, on aurait 
t d<* .. , di* 

d«x»-+-dV v^d*x«-+-dV 

ftwmale à joindre aux expressions de y, dans le mï^ 150. 
(***} Voyee pages 635 et 63o du I«r Tolnme du Traité in-Zf», 
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faces (151). Je me bornerai ici ^u cas où le plan coupant passe 
par la normale à la surface proposée ; je prendrai le plan tan- 
gent pour celui des xy, et pour origine des coordonnées le 
point où Ton cherche la courbure. Dans cette hypothèse, 
d2 = et dy= o, à cause que le plan coupant étant perpen- 
diculaire sur le plan tangent, l'intersection du premier avec 
la. surface se projette en ligne droite sur le second. Il résulte 
de là 

Z = o, Y = — d^d«-5, X=djd*^, d** = djp»H-d7*, 

mais si Ton pose en général dz =/?da: 4-?d^, on en déduira 
d«^ = d(pd^4-9djr) = d/?da:4-dgdj=(rH-24/n + ^m»)d^», 
suivant la notation du n*» 151, où dj-= /ndar ; et de là 



M = r±: ■ 



2*m-i- tm^ 



Cette expression, dépendant de m, change de valeur avec la 
direction du plan coupant, et peut, en conséquence, être sus- 
ceptible de mcLximum ou de minimum. En égalant à zéro sa 
différentielle relative à m, on trouve 

[r-\-2.sm-^tm'^) m — (n-m*) {*-+-^»») = o, 

ce qui se réduit à 

sm^-{'(r — t)m — s = o; 

ainsi les valeurs de m sont ici les mêmes qu'^u n® 151. 

Comme elles appartiennent à deux directions perpendicu^ 
laires, on peut faire passer les plans des xz et des yz par ces 
deux directions; Tune des valeurs de m sera nulle et l'autre 
infinie, ce qui suppose 5 = dans l'équation précédente. Alors 
on a 

, I •+- m* 
r-\-tm^ 

expression qui donne - et - pour les rayons , de courbure 
6« éd. I. *3 
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correspondants ; c'es»l aussi ce qui résulte de l'équation (e), 
V^ë^ 1769 lorsqu'on ^ fait p = o, 9 = o et « = o. 

Les autres Ayons de courbure se déduisent de ceux-là, en 
posant mcr^tangi^, v désignant un angle quelconque. En sub- 
stituant à m sa valeur 9 on obtient 



U = 



COSi^ 

cosv*-f-sini^ 



r cos v^-^t sin v* r cos v*-ht sin (/* 
et 

- = r cosi/* 4- ^ sin i'». 



u 



Si Ton change ici Tangle v dans son conipléi!nent iv — v, et u 
en uf, il en résultera 

-7 = r sin</* 4- ^ cosi'*; 
d'où l'on conclura 

ce qui fait voir que la somme des quantités inverses des 
rayons u est constante pour les directions qui sont à angle 
droit t*). 



(*) Les considérations ci-dessus rentrent dans celles qu'Euler, premier aa- 
tenr de cette belle théorie, a mises en usage; et Ton Toit comme ses résultats 
s*aocordent a?ec ceux que Monge a obtenus en suiTant une marche toute (affé- 
rente, qui lui a fait reconnaître les points singuliers qu*il a nommés omhiliet, 
dans lesquels le nombre des lignes de courbure devient infini (note de la page 1 76]. 
M. Poisson a découvert d'autres points où « la direction des lignes de courbure 
• n'est pas indéterminée, mais leur nombre est plus grand, que deux : il peut 
» être quatre ou six , ou tout autre nombre pair, et le rayon de courbure d'une 
j» section normale est susceptible de plusieurs maxima et minima, dont le 
» nombre est toujours égal à celui des lignes de courbure. » U donne pour 

exemple Téquation polaire 5 = a* sin nS, dans laqueUe u s ^x»-4-/*, sin ^ =; - , 
et dont le cas le plus simple, celui où n = i , est ^ss^ ^-Hc*y*, Ici p ei^ sont 

véritablement nuls, tandis que r, s, r, qui se présentent sous la forme -» dé- 

o 

pendent du rapport de / àjr. {Journal de V École Polytechnique, XXI* cahier, 

page 2o5.) 
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164* La seconde courbure, ou la seconde flexion des courbes 
qui ne sont pas planes, est la courbure des surfaces dévelop* 
pables formées par leurs tangentes et indiquée par les angles 
compris entre les plans osculateurs, comme leur première 
flexion l'est par les angles compris entre leurs tangentes. Or 
les droites qui sont les intersections des plans normaux, étant 
perpendiculaires aux plans osculateurs, comprennent entre 
elles le même angle que ces derniers ; de plus, comme elles 
forment par leurs rencontres Tarête de rebroussement de la 
surface des plans normaux, elles sont aussi les tangentes de cette 
arête, qui font, par conséquent, entre elles des angles égaux à 
ceux des plans osculateurs correspondants : ainsi la seconde 
flexion de la courbe proposée est égale à la première flexion 
de l'arête de rebroussement des plans normaux. Cette relation, 
remarquée par Fourler, est réciproque entre les deux courbes, 
puisque les tangentes de la proposée comprennent évidem- 
ment entre elles des angles égaux à ceux que forment ses plans 
normaux, qui sont les plans osculateurs de Tarête de rebrous- 
sement de la surface développable qu'ils composent. 

Ce serait ici le lieu de parler des points singuliers que peu- 
vent présenter les courbes à double courbure ; mais cette dis- 
cussion me mènerait trop loin Je me contenterai de faire ob- 
server que, d'srprès ce qui précède, elles sont susceptibles de 
deux sortes d*inflexions : Tune, qui se rapporte à leur première 
courbure, se manifeste comme dans les courbes planes par le 
changement de signe de leur rayon de courbure absolu ; l'autre, 
par celui du rayon de courbure de la surface de leurs tangentes» 
ou de l'arête de rebroussement de la surface de leurs plans 
normaux* 
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SECONDE PARTIE. 



De lintégration des fonctions rationnelles d'une seule variable. 

165. Le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différentiel; il. 
a pour but de remonter des coefQcients différentiels aux fonc* 
tiens dont ils dérivent. L'exposition des principes de ce Calcul 
présente des divisions analogues à celles qu'offre le Calcul 
différentiel. Il peut arriver que la composition des coefQcients 
différentiels de la fonction cherchée soit donnée infknédiate- 
ment par les variables indépendantes, ou qu'on ait seulement 
une équation entre quelques-uns de ces coefficients et une ou 
plusieurs des variables : le premier cas étant le plus simple, 
c'est celui qu'il convient de traiter d'abord. 

Lorsque le coefficient différentiel du premier ordre d'une 
fonction de x est donné en x, on a 

jJ=X, ou d^rsXdar: 

la fonction cherchée est donc celle dont la différentielle est 
Xdj:, et on l'indique comme ci-dessous : 

7=/Xd:r, 
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la caractéristique /étant l'inverse de la caractéristique d, de 
sorte que/da = i«, etd/Xdj? = Xd^ (*). 

Cela posé, les diverses formes que peut avoir la fonction 
donnée X se classent ainsi qu'il suit : 

Fonctions rationnelles. 



Aa:- 


H-Rb" 


-hCxf 


+. 


..=u. 


A:c- 


-4-Bj;» 


+ Ca> 


+. 


.. u 


A'af'-i-B'x' 


'-t-C'^ 


'H-. 


~-y' 


Fonctions irrationnelles, 












U.V" 







Fonctions transcendantes, 

f(U,lV), f(U,sinV),etc. 

166. On voit d'abord que pour effectuer l'intégration, il faut 
renverser les règles qui ont servi à différentier; or, par la pre- 
mière de ces règles, on a 

d(a4-i' — wj — dw-hdi' — dw (10), 

.et si l'on intègre le premier membre, en y supprimant la ca- 
ractéristique d, on trouve 

u-hv — «^=/(da-|-d</ — d(v), 

ce qui revient à 

/daH-/d(/— /dw=/(da-f.di^ — div) (165), 

d'où il résulte que 

/(Pd^+Qd^ — Rdar)=/Pdar-H/Qdj:— /Rdor, 

(*) Ceux qui ont écrit les premien sur le Calcul intégral ont employé la 
lettre / comme initiale du mot fomme, parce que, suivant les idées de Leibnitx, 
les différentielles représentant les accroissements infiniment petits des Taria- 
bles (6)> il s*ensuitqu*une variable quelconque est la somme d^un nombre infipi 
d*accroissements qu'elle a reçus depuis son origine Jusqu'au âsoment où on la 
considère ; etc*est pour cela qu'on a donné à la fonction que j'ai appelée primi- 
tiue le nom à^'imiégrale, comme étant le résidtat de l'agrégation de toutes les 
différentielles. On verra plus loin (256) qu'elle est, en toute rigueur, la limite 
de leurs sommes. Ces dénominations étant bien entendues , on peut se servir 
indifféremment de l'une ou de l'autre. 
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€'est-a-dire que l'intégrale de la somme de plusieurs fondions 
différentielles est égale à la somme des intégrales de chacune 
de ces fonctions. 

De même, d.aa= aàu (il] donne au z=fadu, et par con- 
séquent /ad ii=a/dii , d'oiï 'fa\dx=afXdx . ainsi 
Von peut faire sortir du signe f le coefficient constant a, ou l'y 
faire entrer, observation importante pour la suite. 

167. Cela posé, on a par le n« 13, d.jr;"= nx*^^ dx; en pas- 
sant aux intégrales, on en déduit x^:srnfx^*dXf d'où 

Jx^^ dx = — , et changeant n en n 4- 1 > on obtient 

e'est-à-dire que pour intégrer la différentielle monôme x*dx, 
il faut augmenter l'exposant de la variable d*une unité, puis 
diviser par le nouvel exposant et par du. 

De plus, suivant la remarque du n** 7, la différentielle de 
X-f- A étant la même que celle de X, il but» à toutes les inté- 
grales, ajouter une constante qui demeure arbitraire : ainsi 
lorsque 

dy^iaxf'dx, on a y = — — -4-A. 

168. Avant d'aller plus loin, il est à propos d'examiner un 
cas particulier, dans lequel la règle ci-dessus est en défaut ; 
c'est celui où i^= — i. Il vient alors 

flUT® . a 

mais si l'on fait attention que 

d7=a«-'d« = ~ = ad.lx (29), 

X 

on reconnaîtra bientôt que 

j:=alj?-f-A, 

et que l'exception que présente ici la règle du numéro pré- 
cédent tient à l'impossibilité d'exprimer la transcendante \x 
en un nombre fini de termes algébriques. 
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Néanmoins un simple changement de forme dans la con- 
stante A suffit pour rattacher ce cas particulier à la formule 

générale; car si l'on écrit — --+- A au lieu de A, ce qui est 

permis, puisque cette constante est arbitraire» la formule gé- 
nérale est alors 

ax^^ — a . 

r = T -4- A, 

et devient - quand n =s — i ; mais si Ton y applique le procédé 

du n<» 95, en prenant n pour variable^ on obtiendra la vraie 

valeur 

^=alj?-4-A, 

la même que ci-dessus. 

169. L'expression 

d7*=aa::^d^-|-6^djF — cx^^x, . . 

qui représente une différentielle rationnelle et entière, quel- 
conque d'ailleurs, conduit à 

ar™-^-' ftj;»-*-' cxP-^' . 



•' m-hi n-hi /J-f-i 

d'après les règles des n*»» 166 et 167, 

Je n'ajoute qu'uiie constante arbitraire; car il est aisé de 
voir que si Ton en ajoutait une pour chaque monôme, elles 
n'équivaudraient toutes ensemble qu'à une seule, qui serait 
égale à leur somme. 

170. Si l'on avait Ay=z{ax-\-bYAx, on développerait la 
puissance indiquée, et l'on intégrerait chaque monôme qui ré- 
sulterait de cçtte opération; mais il est bon d'observer qu'on 
peut arriver au résultat sans effectuer le développement. Il 

« A A 

suffit de faire a:c -h 6 = z, ce qui donne x = 9 dj7= — ; 

substituant dans l'expression de dj, on trouve dj = ^ 

et par conséquent r = — 7 r-l-A. Mettant pour z sa va- 

^ "^ a(w-hi) ^ 
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leur, on aura donc, lorsque 

dr=(a.+»).d«. ^=!h±^+a. 

Pour dj^= (or" H- 6)"j:^* d^x, la transformation réassit en- 
core ; car en posant ax^ -h * = -s, il en résulte naaf^^ da: = d ^, 
d'où 

af*-'^x = — , dr = et r= — ; ç-hA, 

ce qui donne, lorsque 

^ ^ ' * ^ na[m + i) 

171 . Je passe aux fonctions fractionnaires, et pour commencer 

A jp* dx 
par le ca3 le plus simple, je suppose qu'on ait Ay= , — . i ■ 

En faisant «ur + 6 = ;s, on trouve 

z — b , Az 
j?= — > djc = — > 
a a 

et par conséquent 

développant la puissance [z — 6]"*, multipliant le résultat par 
d^, et divisant après par ;5", on aura une suite de monômes à ' 
intégrer. 

Prenons pour exemple le cas où m = 3 et n=r2; il 
viendra 

dr = ''^^~y^^ =~[^dz-36dg + 36»z-dz— 6»z~»dg]; 
-^ a* z* a*^ ■' 

en appliquant à chacun de ces monômes la règle générale (167), 
il en résultera 

7=-^ r^'— 3 frz -h 36Mz 4- b^ 2-1 H- À, 
On remettra en$uilc pour z sa valeur, et l'on aura enfin, 
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lorsque 

On construirait sans peine la formule générale; et si l'on 
avait 

^y— (ax^b)» ' 

on récrirait comme il suit : 

. ax'^dx px/'éx 'fx^dx 

^~ (ax'bb)'^'^{ax + 6)- (ax -h 6)-* * * ' 

puis on opérerait sur chaque terme en particulier, comme je 
viens de le faire sur le premier. 

172. Les différentielles fractionnaires et rationnelles sont en 
général de la forme 

(Aar" -H Bjt* -+■ CxP. . .) dx 
A'ar-'H-B'^'H-C'ori''...' 

que, pour abréger, je représenterai par— y— Il faut d'abord 

observer que Texposant de x dans le numérateur peut être 

^ supposé moindre que dans le dénominateur; car si cela n'était 

pas, en divisant U par V, et nommant Q le quotient de cette 

/\] dx /*Rdx 

mais Q étant une fonction rationnelle et entière, /Qdj? s'ob- 
tiendrait par l'application immédiate de la règle du n® 167, et il 

-^r- 9 dans laquelle la fonc- 
tion R est, par rapport à x^ d'un degré moins élevé que la fonc- 
tion y. La forme la plus générale que puisse avoir la fraction 

Vdx 

"y-- sera donc 

[Ax^'-hBx^'-h Cx^-* HT) . 

x^ -h A'x^-' 4- B' x"-' -f. C x^\ ..-HT' ^' 
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La métfioâe générale pour intégrer les âifléremielles expri- 
mées par des fractions rationnelles consiste à les décomposer 
en d'autres dont leâ dénominateurs soient plus simples, qu'on 
désigne sous le nom ie fractions partielles, et qu'on obtient 
cbrome il suit* 

En égalant à zéro le dénominateur de la fraction proposée, 
on formera l'équation 

x* 4- A'x^' H- B'ar*-». . . -h T' = o, 

et concevant qu'on ait déterminé les diverses racines de cette 
équation, on les représentera par 

a, a', a", a*', etc., 

en supposant qu'elles soient toutes inégales ; par ce moyen, le 
premier membre de l'équation ci-dessus, ou le dénominateur 
de la fraction proposée, sera mis sous la forme d'un produit de 
n facteurs 

X — a, X — a', X — a", x — a**, etc» 

Gela fait, on regardera la fraction proposée comme la somme 
des fractions 

Nd^F N'd^F ti^Ax 

9 ■ ; > ;j1 etc., 

X — a X — a' X — a" 

ayant pour dénominateurs les facteurs du dénominateur de la 
proposée, et pour numérateurs des constantes indétermi- 
nées. 

Je suppose, pour fixer les idées, que la différentielle à inté- 
grer soit 

(Ax'-hBx-}'C)dx 
x^-^^A'x^-i-B'x-^C'^ 

et qu'on ait trouvé 

;r»4- A'x^ -H B'x + C = (^ — a) (^— a') [x—a"). 

En réduisant au même dénominateur les fractions 

Nd^ N'd^F NMo: 



♦ "z — :;:^i 



X — a X — a' X — a 
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et les ajoutant, il viendra 

^[x—a')[x—af')-h^'[x—a){x—a'')-^N'{x—a) (x—a') ^ 

le dénominateur sera le même que cellii de la proposée, et le 
Qumérateur sera nécessairement une fonction dii degré infé- 
rieur à celui du dénominateur , c'est-à-dire du second degré. 
En développant, on a en effet 

|(Nh-N'-hN'')^'— [N(a'-Ha'')-f-N'(a-Hû^)-+-N''{^+û')l^ 

Cette fonction, étant comparée avec le numérateur de la frac^ 
tion proposée, donne les trois équations 

NaV-f- WooT-h Waa'=C, 

qui ne sont que du premier degrés par rapport aux indéter- 
minées N, N', N*'. 

Pour les résoudre, il suffit de multiplier la première par a*, 
la seconde par a, et d'ajouter les produits avec la troisième ; 
on trouve de cette manière- 

d'après les lois de la composition des équations, et par consé- 
quent 

^_ Aa* + Ba + C 
^ — [a — a'){a—a^y 

oii le numérateur est ce que devient celui de la fraction pro- 
posée quand on y change x en ^, et le dénominateur, le produit 
des différences entre la racine a et toutes les autres. 
Suivant cette loi, on aura sans calcul 

[a'—a)(af—a''y ^ - (a^— a) (a''— a')' 

et il ne serait pas difficile de s'assurer qu'elle convient au cas 
général; mais nous y parviendrons bientôt encore plus facile- 
menl. 
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Cela posé, puisque 

on fera d'abord x — a=:z, et l'on aura = » dont 

X — a z 

l'intégrale est NU, ou NI (^ — a). On trouvera de même que 
et par conséquent 



/: 



(Ax^-\'Bx'hC)Ax 
x*-\-A'x'-^B'x-^C' 



= N.l(ar — a)-f-N'l(^ — «') + Nn(x — a^J-f-const. 

173, L'intégration des fractions rationnelles n'a donc aucune 
difficulté lorsqu'elles sont décomposées» comme on vient de 
le voir, en fractions partielles dont les dénominateurs sont des 
binômes du premier degré ; mais cette forme n'est possible 
que pour les facteurs qui sont simples dans le dénominateur 
de la fraction proposée. En effet, la supposition de a'= a, dans 
l'exemple du numéro précédent, rend infinies les valeurs 
de N et de N', et cela tient à ce que, dans l'ensemble des frac- 
tions partielles 

N • N' N + N' 
1 = , 

X — a X — a X — a 

la somme des indéterminées N+N' se comportant comme une 
seule, il ne s'en trouve plus un nombre suffisant. 

On obvie à cet inconvénient en substituant à ces deux frac- . 
tioQs, qui n'en font plus qu'une, la suivante : 

(NarH-NQdar 
[x — aY ' 

et en la réduisant au même dénominateur avec la dernière, 

N'^d^rr 
y» on obtient encore un nombre d'équations égal à celui 

des inconnues N, N' et N''. 
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L'intégration de la nouvelle fraction n'offre d'ailleurs aucune 
difficulté > puisqu'on foisant x — a=:z, on retombe sur des 
monômes, comme dans le dernier exemple du n^ 171, dont 
•celui-ci n'est qu'un cas particulier. 

£n général 9 si le dénominateur Vde la fraction proposée 
contenait le facteur (x — a)"*, il faudrait prendre pour ce fac- 
teur une fraction partielle de la forme 

{Na:*-'4-N,j:^»+N,a?'"'-»...-hN>,,)dx 

qu'on intégrerait en posant 

X — a = z, d'où ^ = a-|-z, dx = dz; 
car le résultat de cette substitution étant de la forme 

(M + Mt^ -^M,^^ . .-f-M>-tJg*-') dz 
z" ' 

revient à 

ILmontre en même temps qu'on peut substituer à la première 
fraction les suivantes : 

Mdj? Mjûx Midar M^i-idj: 

dont les numérateurs sont des constantes, et qui s'intègrent 
aussi par le procédé du n® 171. 

. 174. Cette dernière forme et celle qui répond aux facteurs 
inégaux (172), sont les plus simples dans lesquelles on puisse 
décomposer les fractions rationnelles à intégrer, et donnent 
lieu à une opération subsidiaire qui se divise en deux parties. 
La première, qui consiste à déterminer les facteurs du déno- 
minateur y, dépend, comme nous l'avons déjà dit, de la réso- 
lution de l'équation V=o (172); la seconde partie, qui est la 
détermination des numérateurs des fractions partielles, s'ef- 
fectue par plusieurs procédés, dont voici le plus élémentaire. 
A^ant mis à part un facteur simple x — a du dénominateur. 
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on pose 

y=.i.-a)Q et ^ = j^ + |, 

P étant une fonction de x, provenant de la réduction au même 

dénominateur de toutes les fractions autres que 9 qui 

entrent dans la proposée ; ce sera par conséquent une fonction 
entière par rapport à x. Mais en réduisant au même dénomi- 
nateur les deux membres de la dernière équation posée ci- 
dessus, on aura 

U = NQ-h(* — a)P, d'où P= ^~^Q ; 

X ""-' CL 

et puisque P est une fonction entière de x^ il faudra que U — NQ 
soit divisible par a? — a, ce qui ne peut avoir lieu, à moins que, 
suivant le théorème fondamental de la composition, des équa* 
tiens, le polynôme U — NQ ne s'évanouisse lorsqu'on y change 

Si donc on désigne par u et par q ce que deviennent U et Q, 
après cette substitution qui ne change rien à N, puisque c'est 
une constante, on aura 

u — No = o et N = -> 

expression dont la valeur sera toujours finie ; car son numé- 
rateur et son dénominateur ne sauraient devenir nuls, puisque 
la fi:action étant réduite à sa plus simple expression, le fac^ 
teur X — a ne fera point partie de U, et n'entrera pas non plus 
dans Q, puisqu'il ne se trouve qu'une fois dans V : il sera 
donc toujours possible d'obtenir la fraction partielle corres- 
pondante à un facteur de cette sorte. 

Si l'on met au lieu de U ce qu'il représente (172), et qu'on 
observe que 

(i = [x — a')[x — a")[x'--a"') etc., 

on obtient 

q'^ [a — a')[a—a")[a — a"')e\Q.\ 
expression qui rentre dans la loi annoncée plus haut (172]. 
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175. Voyons maiiuenant comment on peut trouver les nu- 
mérateurs des fractions partielles qui répondent aux facteul^ 
égaux. J8oit V= Q (^ — a)*; posons 

forme que la détermination des inconnues va justifier. En ré- 
duisant au même dénominateur, il viendra 

U^QrN4-N.(.^.)-HN,(.-a)^-H...1 

T,_ U— Q[N-f-N.(^— a)-HNa(:r— a)»-h...4-N,^.(^— ^)*-^] 
*^"" (^— a)« ' 

et comme P doit être une fonction entière, il faudra que le 
numérateur de son expression soit divisible m fois de suite 
par j? — a: ce numérateur s'évanouira donc lorsqu'on y chan- 
gera X en a. On voit d'abord qu'il se réduit dans ce casa 
U — QN; mais pour que U — QN soit divisible par x — a, il 
faut, en conservant les mêmes dénominations que dans le nu- 
méro précédent, qu'on ait m — jfN=o ou N = — 

Cette valeur changera U — QN en U Q, qui, se divisant 

alors para: — a, sera de la forme U,(a: — a), U, désignant le 
quotient; et la suppression du facteur ;r — a, dans les deux 
termes de P, donnera 

p^ Ut— Q[Nt+N,(^ — fl)+...4-N^t(a: — g)"-'] ^ 
{x — a)*»-' 

Maintenant pour obtenir Ni , on fera j; = a, et en nommant i^i 
ce que devient U. par le changement de x en a, on aura 

Ut — ûfN, = o, ouNi=— • 

Mettant ensuite au lieu de N, sa valeur dans Ui — QNi, il en 

résultera la quantité U, -^Q, qui, s'évanouissant lorsque 

ar = a, sera divisible par :r — a, et par conséquent P se re- 
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duira à 

U, représentant le quotient de la division de Ui — — Q par 
jc — a. £n continuant la même notation, on trouvera encore 
Ma — ?Na=^o, d'où Na= — S ct ainsi des autres, sans tomber 
jamais sur des valeurs infinies. 

176. Le Calcul différentiel facilite beaucoup les opérations 
précédentes. En effet, si Ton différentie successivement m — i 
fois réquation 

U = Q[N + N.(^-a) + N,(:F-a)'H-,..-f-N«.,(:r — a)--] 
+ P (a: — a)", 

et qu'on fasse ensuite x=adans cette équation ei dans celles 
qu'on en aura déduites, il viendra 

U = NQ, 
dU = NdQ + N.Qd^, 
d»U = Nd»Q-H2N,dQd^-4-2N,QdarS 
d»U = Nd»Q-H3N|d*Qda:-h6N,dQda:»-H6N3Qdjr», 
etc., 

équations qui déterminent chacune des inconnues N, Ni, 
Na, etc., par celles qui la précèdent; bien entendu qu'après 
les diinrérentiations il faudra changer ^ en a (*J. 

La valeur de q se trouve aussi par la différentiation. En 
poussant jusqu'à l'ordre m celle de l'équation V i= Q (a: — a)*, 
et faisant ensuite x = a, le résultat se réduit à 

d'"V = m(m— i)...2.iQda::* (57),. 

( * ) Si Von mettait la première équation de cet article sous la forme 

H = ]!l+TJ.(»-«)M-W.(x-«)'4....+î(^,(x-<.)— ' + J(r-.)-, 

qu'on en prit alors tes différentielles successives et qu'on y flt ensuite x 7= a^^ on 
obtiendrait les valeurs immédiates des quantités N, N^ , "N, , etc. 

6«éd. U 14 
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d'où 

V = T^^ 

1.2. . •maj;:" 

Q ayant alors la valeur particulière désignée par q. 

On passe ensuite aux différentielles de Q , relatives kx = a, 
en prenant successivement celles de Tordre m-hi, m-1-2, etc., 
de l'équation V = Q (^ — «)"•; car il est aisé de voir, d'après 
la remarque du n^57, que dans ce cas d*+*V = d*+'.Q (^— «)'", 
par exemple, se réduit à (m-|- 1) m. . .2. i dQd,a?*. 11 suit de là 
qu'on pourra exprimer les indéterminées N», Ni, Na, etc., à 
l'aide des différentielles du numérateur U et de celles du dé- 
tîominaieut V de la fraction proposée (*). 

177. Le fond du calcul ne changerait pas, quand même 
'quelques-unes des racines a, a\ a", etc., ne seraient pas 
réelles ; les imaginaires qui s'introduiraient alors dans les nu- 
«léraieiirsdes fractions parlielles disparaîtraient par des réduc- 
tions au même dénominateur; mais il est peutrétre plus simple 
d'éviter ces formes en ne décomposant le dénominateur V qu'en 
facteurs réels, ce qui est toujours possible, parce que les fac- 
teurs imaginaires d'un polynôme quelconque se groupent 
deux à deux en facteurs réels du second degré. [Complément 
ies Éléments d'Algèbre.) 

Ces facteurs peuvent en général être représentés par 

et pour obtenir les fractions partielles correspondantes, il ne 
faut que modiûer très-peu les procédés des n*« 174 et 175. 
Dans le cas d'un facteur simple, on pose 

U_ Mj: + N P 

V a:»— 2aj:-|-a«-|-p''^ q' 



(*) Yoyet le Traité in-40, tome \\ , page 19; vqr. aussi, dans les Acta Àead. 
Peiropolitanœ, an. 1780, parsl'*, p. 3a, comment Euler, au moyen d'un déTe- 
loppement analogue à celui de u' dans le n9 98, détermine les numérateurs des 
fractions partielles, lesquels sont les coefficients des puissances négatires àeh 

i|iiand on change P en — • 
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d*où Ton tire 

U = Q (Mx -H N) H- P (x»— aax -+- «»-+- p»), 
p^ U — Q(M^H-N) . 

et raisonnant comme dans le n^ 17fc, puisque P doit tou- 
jours être une fonction entière de Xy il faut que la quantité 
U — Q (Mjt-I-N) soit divisible par x* — iax-l-a'H-p* : elle 
doit donc renfermer au nombre de ses facteurs ceux de ce 
polynôme, et s'évanouir par conséquent dans les mêmes cir- 
constances. Mais les racines de x' — 2aj:-+-«*-hp* = o sont 

07 = a-4-p \l — I, ar = a — p \/ — i, 

valeurs qui, substituées successivement dans U — Q(Mx-hN), 
doivent faire évanouir cette quantité. Soient donc u±u!^[^ 
et g ±: î' ^~ ce que deviennent U et Q après cette substitu- 
tion» on aura 

équation double, à cause du signe ± dont sont affectés plu^ 
sieurs de ses termes, et qui est équivalente à celles qu'on for- 
merait en égalant séparément à zéro la partie réelle et la partie 
imaginaire. D'après cette considération, on aura 

M — ( jtt — ç'P) M — jN 3= o, 
^'^(j'^^^^pjM-ç'N^o, • 

équations qui donneront les valeurs de M et de N. 

178. Si le fadeur x^^ aitx -f- a» + p% que, pour abréger, je 
représenterai par R, se trouve plusieurs fois dans le dénomi- 
nateur V, et qu'on ait 



(*) En développtnt les puivsaïkces (« -h /3 ^— 1 )" rt ( « — /8 yf^Yy on vwrra 
qae les expressions telles que A«" -h Bx*-+- Cxf -h elc, doivent en eflet prendre 
la forme suppostée. 

.4. 



lara TRAITÉ ÉLÉMENTAIRB 

on prendra dans ce cas >(175) 

U_M£-f-N Mtar + Nt . M>ar-^N. . P 

réduisant au même dénominateur, et tirant la valeur de P, il 
viendra 

^_ U— Q[Ma? + N+(M.:rH>N.)R + (M.a7-4-NOR»-^>>.] 

En raisonnant dans ce cas comme dans les précédents, on 
conclura que le numérateur de cette expression doit s'éva- 
nouir par la supposition de x = ol±P ^ — i, qui rend aussi 
R = o ; et gardant les mêmes dénominations que ci--dessus, on 
aura, après cette opération, 

iidbM'v^"=n — {?±:9'>/^=^)[M{ad=pV^-hN] = o, 

ce qui donnera, pour déterminer M et N, les mêmes équations 
que dans le numéro précédent. Ayant trouvé les valeurs de 
ces quantités, on les substituera dans le numérateur de P; et 
les termes U — Q(Ma7-4-N) devenant divisibles par R, ou 
jF«-^2aar-f-a'4- p% l'expression entière le deviendra aussi. 
Nommant donc Ui le quotient de U — Q1[Mar-|-N) par 
x' — 2 a j? -h a* -+- p», on sera conduit à 

p^ Ut~Q[M.3;H-N.H-(M.a7H-N0R + ...] 
R—' 

En remettant, dans ce nouveau numérateur, pour x les va- 
leurs a d: p \/ — I , puis égalant le résultat à zéro. M, et N, sé^ 
ront déterminées comme l'ont été plus haut M et N, et Ton 
continuera d'opérer de la même manière, pour parvenir aux 
.âleurs des quantités Ms, Ni, Mi, N„ etc. 

179. Ce cas est parfaitement analogue à celui qu'on a traité 
dans le n*" 175; et le Calcul différentiel s'applique de la même 
manière, à l'un et à l'autre, au moyen de l'équation 

U=:Q[M^4-N-H(M.^4-N,)R-f-(M,^-+-N,)R»-h...]4-PR- 
el de ses différentielles, dans lesquelles, jusqu'à l'ordre m— i 
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inclusivement, celles du terme PR" s'évanouissent lorsqu'oa 
fait R = o. On obtiendra ainsi les équations 

U = {M:r + N)Q, 
dD=(M:rr+N)dQH-MQd^-4-(M.JF4-Nr)QdR, 
etc., 

chacune desquelles deviendra double, lorsqu'on mettra pour ^ 
X les valeurs dont il est susceptible en vertu de l'équation 
R=o, ou x^ — 2aj:-f-a'-4-p>=:o« En égalant séparément à; 
zéro la partie réelle et la partie imaginaire, on aura un nombre 
suffisant d'équations, pour déterminer H, N, Mi, N,, etr. 
Il faut encore remarquer que de 

V = QR-, 

on tirera 

d-V=Qd-,H-, d'où Q=^f|;» 
lorsqu'on supposera 

R ou x^ — açtx4-«*H-p* = o. 

On trouvera dQ, d'Q, et<;., dans la même hypothèse, en pre^ 
nant les différentielles des ordres 111 + 1,11 + a, etc., de 
l'équation » 

V = QR-, 

et supprimant ensuite les termes que cette hypothèse rend 
nuls. • 

180. Pour intégrer la fraction 

(M^+N)d;c 



ar» — 2«j: + a'+P» 
on observera que 

on fera 

et il viendra 

(Mjr + N)djr _ (Mz + M[« + N)dz _ (Mz + N^)djg 
(^-«ei)84-p»— 2' + p' '~ ^'+p' 
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Mposàm 
Mais 

la première partie du second membre de l'équation ci-deBsus 

* est Intégrable; car, en faisant ««h-P'ssm, on a zAzsr—^ 
(îfe qui donne 

/Mzûz M rdtt ^1, M, y , ' , 

Quant à la seconde partie, si l'on j fiait zs^pu,ll vieot 

mais on a vu, n* 86, que — —^ est la différentielle de Tare 
dont la tangente = u : donc 

/N' d« N' 
y i?n = T "*" ^*'"*^ "" "^ "^ """'' 

=sy are 1 taBg=s | j -4- «omt. 
En réunissant ces deux résultats, on obtiendra 

J<Ml;^!^-=MlViHr?« + |^arc(tang = |)+co«r 

Il est bon de remarquer que Tare dont la tangente est -r 

P 
z fi 

a pour sinus , j pour cosinus ^ ^ • [Tris., hq); 

car cette considération offre le moyen de présenter Tintégrale 
proposée sous plusieurs formes, en désignant l'arc par son 
sinus ou par sôiti <;osinus. 
Lorsqu'on remet pour z sa valeur, on trouve 



r (M 



{M£-i-N)_d£_ _ 

2aa?-t-a=-|-P» 



Ml v/^'— 2ax-t-a' 4- P' -l ^-— arc f tangs= ^j-^ \ ■+- consl. 
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Venons maintenant à la différentielle 

(M:g-HN)dar 

On fera d'abord x^-a =: z et Ha -f* N = N' ; par ce moyen on 
n aura plus a trouver que I / «-A>ft»W ' ' ^^* P®^^ s écrire 



ainsi 



La première partie est intégrable immédiatement, et cela se 
voit en faisant js' 4* P' = «» puisqu'on a 



au 

zaz= — j 

2 



d'où Ton tire 



J(z»-f-p»)- a J II" . a(i — m)* 

Quant à la seconde partie, elle est comprise dans une classe 

de formules dont nous nous occuperons bientôt, et au moyen 

desquelles on ramène son intégration à celle de la torn^utet 

dz 
7-3 — Tpr;;^^ (200), OÙ Texposaot du dénominateur etl moindra^ 

/> dj 
•— —r-,» déjà obtenue. 
z -HP 

En rapprochant les résultats précédents, on remarquera sans 
doute que les différentielles qui se présentent sous la forme 
de fractions rationnelles peuvent toujours s'intégrer» soit al- 
gébriquement, soit par le moyen des logarithmes ou des arcs 
de cercle. 

181. Je vais donner maintenant une application de ce qui 
précède. Soit la fraction 

dx 
3c*-\-x'' — x^ — j:*' 

les facteurs de son dénominateur sont faciles à découvrir ; car 
il peut se mettre sous la forme 

X^[X''-^X^ — X l)z=iX^[X'^l) [x^ 1). 
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Le facteur oc^ — i se décompose en 4?* — 1 ela:'-Hi., ou â?^i» 
jr 4- 1 et or' H- 1 : on a donc 

x^'\-oif* — x^ — a^r=ia^ [x — i) (^4- i)* (j?»-f-i) ; 

et par conséquent la fraction proposée est décomposable 
comme il suit (172, 173) t 

k^x Bdar CAx 



a? — I (j;-f-i)' :P-hi 

Dd£ Ed£ Fd£ (Gx4-H)dj? 
j:* ^' X x^-hi 

En réduisant au même dénominateur, et comparant le résultat 

àx 

avec —7- — ; L j on déterminerait les numérateurs in- 

^xr-t' x^ — X* — X* 

connus; mais je vais faire usage des autres procédés indiqués 

ci-dessus. 

Pour cela, je considère séparément les quatre facteurs 

X — I, (j7-hi)», X* et a7*-hi, 

qui forment le dénominateur de la fraction proposée. Au pre- 

N 
mier répond une fraction de la forme ; les quantités 

iJ = i et Q=Ar»(ar-f.i)»(:r»4-ï), lorsqu'on y felt j: = i', don- 
nent « = 1, y = 8 ; on a donc (174) N = g» et pour la pre- 
mière fraction partielle ^ 



Sx — i 

J'observerai qu'on aurait trouvé immédiatement la valeur * 
de j, en différentiant le dénominateur j:r»-+-:F' — x^ — x^, 
et faisant ensuite ar = ï (176). 

Au facteur [x-^iy répondent deux fractions partielles delà 
forme 

ayant alors Q=.x^[x — i) (;r^-hi)> j^ f»is ^-hi = o, d'où 
^ = — r,j = 4, et - = y : ainsi la seconde fraction partielle 
^ I I 

est 7 7 r-. 
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Mettant dans U — NQ, au lieu de N sa valeur 7» pour obie^ 
nir l'expression de U, (175), j'ai 

— JF* + nx* — 3a^ -f- 4jp' — 4^-^-4 

= ? ' 

d'où il vient — = -g =2 : on a donc pour la troisième frac- 
tion partielle i • 

ox + 1 

Pour appliquer ici le Calcul différentiel, on formerait (176) 
l'équation 

i = Q[N-4-N.(a; + i)]-hP(^-f-i)S 

qu'il suffirait de dififérentier une fois ; et posant ensuite x= — i > 
il viendrait 

i = NQ, 

o=NdQ+N.Qd^; 

Q étant j^ — x^-^x* — x*, la première de ces équations don* 

nerait N =79 et la seconde Ni =:i- 
4 o 

Le facteur x* fournit les trois fractions partielles 

N_^N. N, 

. X* X^ X 

qu'on détermiiie au moyen de l'équation 

et de ses différentielles première et seconde. £n observant que 
Q=;c*-f.jF« — X — t, et faisant 07 = 0, dans Q, dQ etd*Q, on 
obtient 

N= — I, N, = i, N,= -i: 

, III 
ona donc -r-: + -: 

Xr X^ X 



Il ne re^te plus à trouver que la fraction partielle correspon- 

dame au facteur x*-Hi, et dont la forme est — ; • On 

a?* 4- 1 

pourrait la conclure en retranchant de la proposée toutes les pré* 
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cédentes ; mais je vaisy parvenir directement par lés formules du 
n**ï77. Onad'abordQ=x*(a;— i] (:c-t-i)^=^'-4-^— ^— ^; 
puis le facteur ^*-f-i, étant égalé à zéro, donne 

ar = ± V — I, « = 0, P = i, 
d'où Ton tire 

q±q' ^ — i = — a±:2 ^ — i, a = i, et ^<' = o; 

les équations qui déterminent M et N deviennent 

i-H2M-4-2N = o, a M — 2N = o, 

et l'on trouve par conséquent M = N = — y- 

Voilà donc la fraction proposée, . ■■ ,,_^^_^ 3 ^ décom- 
posée dans les suivantes : 

ï da: I Ax 9 dj? 

d^ d£ d^ I |^-Hi)da: 

a:* a:* "^ î ;r» -f- 1 * 

L^intégration de chacune de celles-ci ne présente aucune 
difficulté, et Ton obtiendra pour résultat 

[iil^— i)— 7— î— -hIm^h-O-*— ^--— i^ 

|8 ^ ' ^x-\-i 8 ^ ' 2^* X 

— q1 (^'-4- i) — Tare (tang = j;) -+- cc^iu/. 
La réunion de tous les termes algébriques produira la fraction 

2 ^~~ 2 X ^"^ o ^^ • 

■ , ^, . î et celle des termes logarithmiques donnera 

^X [ I "T" Xj 

gl(:r— i)-|-gl(a; + i)4-l(^4-i)-gl(a;' + i) — ix 

on aura donc 

/dir 2 — 2j? — 5j?' ii/?Llli\ 

^•-|-;p' — ^* — jc*"~ 4j?»(H-j?) "^8 \a?^4-i/ 

-f-n j — T^arc(tang=:^) -^const. 
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% 

Les différentielles » — ;-—; — '■ — -- — non-seulement 

peuvent fournir des exemples particuliers d'intégration, mais 
elles sont susceptibles d'être traitées généralement, parce 
qu'il y a, pour décomposer leur dénominateur en facteurs 
simples, un procédé commode qu'on trouvera plus loin (188). 

*^ De llntégratioii des fonotiont irrationneUes. 

182. Les fonctions irrationnelles doivent être regardées 
comme intégrées, toutes les fois que, par quelque transfor- 
mation, on les a rendues rationnelles, ou du moins lorsqu'on 
les a ramenées à une suite de monômes irrationnels ; car alors 
on peut y appliquer immédiatement les règles précédentes. 

Soit pour exemple — L, - — ; il est évident qu'en 

faisant x = 2% toutes les extractions indiquées s'efTectuent, 
et Ion a ^ ; '-\ divisant par n-2*, il vient 

— 6|z'd2 — z'djs — z*d-JH-z<dz — J5»dj8-Hdj8 TTIP 

dont l'intégrale est 
—6 ^ ^-H^— j4-«— arc{teng = j5) JH-coiw/.,- 

et remettant pour z sa valeur y/x^ on obtient 

-+- 6 arc (tang = l/x) H- const. 

183, La première espèce de fonctions irrationnelles dont 

je vais m'occuper est celle qui ne renferme que le radical 

^A-|-Bx-*-C^S et qui ne saurait avoir que l'une ou l'autre 

^ Xdjc 

desformesXdjpvAH-Bx-f-Co:» et / . ^ -u C^»^ X étant 

une fonction rationnelle de x. Il jfout d'abord remarquer que 
l'une de ces formes rentre dans l'autre; car l'on peut écrire la 
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première ainsi qu'il suit : 



A.QX . ^• 

}/A-hBx'hCx* 
_ X{A'hBx'hCx^)dx 

et le numérateur du résultat est alors une fonction ration- 
nelle. 

Avant d'indiquer les moyens de rendre rationnelle» par rap- 
port à X, l'expression ^A -f- B^ -h Cx^, Je mettrai la quantité 
A'^Bx-\'Cx* sous la forme 

et faisant» pour abréger, 

C« -A- B _ 



il en résultera y^A-f-Bor-i-Cx* = 7 ^«-f- pa?-i-a?». 
Maintenant si l'on pose 



en élevant au carré, il viendra a-^-px^r; z^-^^xz, ce qui don- 

Par le moyen de ces valeurs, on changera la différentielle 

\dx 

en une autre de la forme Zdz, Z étant une 



ri 



y/A-hBx-hCx' 
fonction rationnelle de z, et réelle tant que C sera* positif; 
mais si C était négatif, 7 deviendrait imaginaire, et la trans- 
formée pourrait le devenir aussi. 
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Dans ce cas, on aurait ^A-f-Bo: — Cx\ et faisant 

= 7% g^~*' C ^' 

il viendrait y^a + P^ — -îp^ La quantité j:* — pj: — a peut 
toujours se décomposer en facteurs réels du premier degré ; 
si on les représente par x — a et ^ — a', il est évident que 

oL'h^x—x^= — (x^—px—a) = (x—a)(a^—a:), 



Faisant ensuite ^[x — a) (a' — x) :=[x — a)z, élevant au 
carré les deux membres de cette équation, elle deviendra 
divisible par x — a, et Ton aura a' — x=(x — a)z*^ d'où 
l'on tirera 

valeurs qui rendront encore rationnelle la différentielle pro- 
posée. 

184. Je prends d'abord pour' exemple la différentielle 

Ax 

■ ; la première des transformations précédentes 

VA-HBjr-4-C^' 

donnera -77 r» dont l'intégrale est -l(B^-2ir)-4-colw^ 

•7(P-+-2Z) tJ*^ 

Remettant pour z sa valeur x + ^Ja + ^x+x^y et pour a, p et 7 
les quantités qu'ils représentent, il viendra 

résultat auquel on peut donner la forme 

pour réunir ensuite, avec la constante arbitraire, le terme 

I 2 
constant -= I -=• 



185. Soît pour second exemple , ; en faisant 

usage de la dernière transformation du n** 183, on aura -r— — r? 
dont rintégrale est 

arc ( tang = z) -f- const, 

d qJ — — jc 

Substituant au lieu de z sa valeur > tirée de Téqua- 

SJx — a 

tion 

a' — a: = (ar — a)z% 

et mettant v'C pour 7, on obtiendra 

/Ax 2 A sja'—x\ 

, = =. arc ( tang = ^^^^:z:=:r \-\-con$t.j 

a^Xa! étant les racines de Téquation 
1 B A 



81 Ton prend A = C = i et B = o, la différentielle proposée 

devient, dans ce cas particulier, -p== j et la formule précé- 

yi — x^ 

dente donne pour son intégrale 

— a.arcl tang = -ïp=i l-f-oo/wf./ 
\ sli-^-x) 

car a et a' étant alors les racines de a:» — 1 = 0, il faut prendre 

a = — I et fl^ = I, pour ne pas tomber dans l'imaginaire. 

Je vais montrer que ce résultat revient à Tare dont le si- 

d^ 
nus = Xy et dont on sait que •7=== exprime la différen- 

yi — x^ 

tlelle (86). Pour cela je rappellerai que 

d'où il suit que Farc double de celui qui est indiqué dans kt 
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formule précédente a pour tangente ? et que par con- 

oc 
séquent il est le complément de l'arc dont . serait la 

VI — jc' 

tangente et x le sinus {Trig,, 9). Nommant donc s ce dernier, 

on aura 



/; 



dx ^ . ^ 

= s h consLy 



et comprenant Tare dans la constante arbitraire, il viendra 

/dx . , 

En général, dans tous les cas où Ton obtient deux intégrales 
diverses en apparence, pour la même différentielle, la diffé- 
rence ne peut porter que sur la constante arbitraire; car si 
deux fonctions V et X sont telles que 

dX=av, ou dX — dV = d(X — V) = o, 

il faut nécessairement que X — V = const. 

186. On peut ramener immédiatement la différentielle 

à celle d'un arc de cercle; 



V^A+B^— Ca?» i^oL+^x — x^ 



car en faisant d'abord x — - = ;5, on aura 



6 ûz 



2 ' ^^a-HlP» — «^' 

I dtt 

posant ensuite a-l-7P'=g*etz = gM, on trouvera — . , 

dont rintégrale est - • arc (sin = m) + const, 

dx 
187, L'intégration de la formule . peut aussi s'effec- 

yi — x^ 

tuer au moyen des logarithmes, et conduit alors, par des 

expressions imaginaires, à une relation très-remarquable 

entre l'arc, le sinus et le cosinus. 

Q /p 

En comparant cette formule avec , » on 

VA-f-Bor-i-Ca:» 
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trouve A=i, B = o, C = — i, et Tintégrale générale de- 
vient (184) 

dx 
Si l'on représente par z Tare dont -== est la différentielle, 

VI — ^* 

on aura 

z = -==z\(x^f^'\-^i— x*)-h co'nst. ; 

V— i 

et si Ton veut que cet arc soit nul en même temps que x, ii 
faut supprimer la constante arbitraire ; car, en faisant ^=o, 
le second membre se réduit à cette constante, à cause que 

ii=o n. 

Cela posé, en observant que x étant le sinus de l'arc 2, 
^i — ^* en est le cosinus, l'équation ci-dessus deviendra 

z \l — I = 1 (cos z -h /^ sin z); 

et si l'on suppose z négatif, comme 

sin ( — z) = — sin -s, cos (— z) = cosjs. 



{ * ) U peut n*ètpe pas inutile de montrer que cette intégrale s'obtient immé- 
diatement en posant 

^i — x" = « — * ^ITï, 
d*où il suit 

puis, en différentiant et divisait par 3 y 

o=s(«— jc^Z7)d<-/d*v^, 
d'où Ton conclut 

dr àt 



et par cotisécfttent 






= ^i(v^i-**+:tvC:7). 
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on aura encore 

— z ^ — i = 1 {cosz — y'^^ sinz); 
en sorte que 

± z ^^ = 1 (cos-5 ± V— ' sin* ). 

Prenant dans chaque membre, au lieu des logarithmes, les 
nombres correspondants, il viendra 

c=*=»'^ = cos ^ ± ^ — I sin z, 

équation qui peut se vérifier en y substituant au lieu de l'ex- 
ponentielle, du cosinus et du sinus, leurs développements tirés 
des n~ 27 et 37. 
Si Ton considère à part les équations 

e»*^= C0SJ8 -h v'^^ siûz, 
er* "^ = C0SJ5 — ^ — I sin z, 
pour les ajouter, on en tirera 



cosz=:- 



e»»^-hc-» 



^— l 



2 

et en^ retranchant la seconde de la première, il en résultera 



sinz = - 



w- 



Ces expressions ne sont au fond que de purs symboles algé- 
briques, représentant, sous une forme abrégée, les séries du 
n** 37; mais quoiqu'on ne puisse leur assigner de valeur sous 
aucune forme finie, ils ne s'en prêtent pas moins au calcul 
avec la plus grande facilité, et manifestent toutes les propriétés 
dont jouissent les lignes trigonométriques qu'ils expriment. 

En mettant nz au lieu de z, dans Téquation 

> e=*=*'^ = cos^±:/^ sinz, 

elle devient 

e=*^*^==cosnz±:\/— I sinn^; 

mais on a aussi 

e^^^r={é^^^Y={cosz±^isinzyi 
donc 

(cos^ ± v'^ sin 2)"= cosiiz ± V/^^ sinnz. 

6«éd. I. i5 
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Ces équations conduisent à des résultats très-imporlanis {*); 
ici je m'arrêterai stit l'usage qu'on en peui&ire pour découvrir 
les facteurs de la fonction ^-4- ç (181). 

188. Cette fonction qui revient à x^zp a", selon le signe de q, 
se transforme en a^(^=f: i), lorsqu'on fall srssajr; et poui en 
<;onnaltre les facteurs, il suffit de résoudire TéquatioB 

qui donne 

y*=db 1. 
L'expression 

satisfait à cette condition, par une détermination très-simple 
de l'arc ^ ; car on a 

y*= (cosz + ^^ sinz)"= cos.nz 4- ^^ sinnz; 

«t comme, en désignant par w la demi-circonférence, et par m 
un nombre entier quelconque, il vient 

9i»miffsso, cosmfr=zkr, 

selon que m est un nombre pair ou impair» on n'aura qu'à sup- 
poser nz = mw, pour obtenir ^= ± i. 

Afin de distinguer plus particulièrement le cas où le nombre 
m est pair, de celui où il est impair, on écrit pour le prcoûer 
2 m au lieu de m, et pour le second 2 /n + 1, et l'on (ait 

nzT=z!tmie, et i»z= (2m4-i]ir. 

Dans la première bypothèse, il vient 

Slltir f ' ■■■' . 2i9tir 

^=cos— — -hV— ïsm— -, r"=-f-i, 
et dans la seconde, 

^=cos^ L--f- 0-^sm^ -^--i-j 7»4=— I. 



( ** } Fctr^s la note B à la fin de rouvrage* 
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189. Au moyen du nombre indéterminé m, on obtient par ce 
qui précède toutes les valeurs dont y est susceptible; car la 
première expression» en y fistisam 

m = o, donne ^ = i, 

2 ir y . a«r 

m = t, v = cos hv — ï sm — » 

iv , I — ■ , 4* 

m = 2, r=cos-î^ — hV — i sin-î-> 

71 n 

m = n — 2, ^=cosi -ï^^ — h v^^» sm-^ -îX-, 

(2n — 2).ir 1 . (2n — 2)ir 

#n = 7t — I, r = cos^ ^-f- V— ï sm ^ ■ ^ — 

il n 

i\ Passé ce terme, on ae retrouve plus de nouvelles va- 
leurs, mais seulement les précédentes, qui reviennent dans le 
même ordre. En effet, si Ton suppose n = m, il vient seulb^ 
ment^= cos3ir ^=? i, et l'on retombe sur la première valeur, 
qui se reproduira toutes les fois qu'on prendra pour m un mul- 
tiple de ». Faisant ensuite m = » 4- 1, il vient Tare 

{2n-4-2)ir 2ir 
^-^ £— =t:2irH , 



+-» 



2fl 



dont le cosinus et le sinus sont les mêmes que ceux de l'arc • 

(Trig., 22] y ce qui ramène à la deuxième valeur, et ainsi' des 
autres. 

2*. Le tableau ci-dessus semble ne présenter qu'une seule 
valeur réelle, la première; mais on en trouve une seconde 

lorsque nest pair, parce qu'on passe alors par m = -, qui 
donne ^= cosw '-{- ^— i sinw z^ — i. . 

3i^. Les valeurs imaginaires du même tableau se groupent 
deux à deux, savoir, la dernière avec la première, Tavant-^er* 
nière avec la seconde, et ainsi de suite, parce que 



(2n — 2)ir 2it [un — 4)^^ 4*^ 



9 etc., 
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et qu'en général 

cos (2 ir — a) = cos(i, sin (2 ir — a) = — slna ( Trig., 29). 

Ainsi, quand n est un nombre impair» n — i étant pair, toutes 
les racines imaginaires depuis m = i jusqu'à m = it — i se réu* 

nissent en couples de la forme 



r=cos ±v— I sin , 

" n n 



fx **— ' 



2 

n — 2 
2 



où il suffit d'étendre les valeurs de m jusqu'à 
Quand ^n est un nombre pair, il se forme seulement 

couples, parce que la racine qui répond à -9 et qui est réelle, 

occupe le milieu de-celles qui sont imaginaires. 

On arrive à des conséquences semblables pour l'équation 
y*-hi=o, où 

y =: cos ^ — ■ ' + V— ï Sin -i i-> 

formule dans laquelle 

m = o, donne r = cos- -f-^^sin-» 

Sff /— . 3ir 
i»=i, r=.cos hv — I sm — ? 

_ (2/1 — 3)ir , y . (271 — 3)ïr 

m = n — 2, r = cos ^ i — h v— ï sin ^ ^ » 

(2/1 — i)ïr . / ' , (211 — i)ir 

Au delà de ce terme, on ne retrouve plus que les mêmes va- 
leurs, comme dans le cas précédent, et par la même raison. U 
«e peut y en avoir une réelle que si n est impair, et alors elle 
répond à 

m= quidonne ^=cosar-î-^— i sin7r= — i. 
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Comme elle occupe le milieu du tableau, les racines imagi- 



n—% 



naîres qui en sont également éloignées se réunissent m 
couples de la forme 



« n 

où il suffit de pousser les valeurs de m Jusqu'à m = ^—^' Il 

■35 

faut aller jusqu'à m = 2*quand n est pair, parce qu'il n'y « 
plus que des racines imaginaires» 

Si l'on trouvait quelque difficulté à comprendre ces énoncés, 
on les éclaircirait sur-le-champ, en donnant à n des valeurs 
particulières. 

^ 190. Il est facile de déduire de ce qui précède, les facteurs 
réels des quantités yip i . 
D'abord la formule 

j = cos ±: ^— I sm 

donne pour facteur du premier degré de la quantité /•— i les 
deux expressions imaginaires 

(L ^^^'^^\ I — . a/IlTT 



( 



^— cos j-h sf—ism 5 



et en les multipliant, on obtient l'expression 

2mir 

7*— 27COS hi, 

qui comprend tous les facteurs réels du second degré. 

On trouve de même que les facteurs du second degré de la 
quantité /"H-i, sont 

y^ — 2j^cos-i ' — - — hi. 

Il faut observer que ces formules comprennent aussi les 



2^0 TRAITi éLÉMEllTAIRB 

facteurs réels du premier degré; mais ils s'y présentent comme 
doubles; car si Ton fait m = o dans la première» elle devient 

j^— 2jr-|-i = {jr—iY; 
et si n était pair, en prenant m =3-9 on trouverait encore 

résultat que donne aussi la seconde formule lorsque n est im- 
pair, et qu'on y fait m =s= -^I^. 

191. Les fonctions de la forme x** — 2px^-+- q peuvent être 
traitées comme celles qui ne renferment que deux termes. En 
les résolvant à la manière des équations du second degré, on 
en tirera les iSaicteurs 

qui seront réels tant que p^ surpassera 9, et auxquels on don- 
nera la forme 

en prenant successivement pour ^ les valeurs 4^ 

p-h^p'—q, p — )lp'—q, 

abstraction faite de leurs signes : ce cas rentre donc dans les 
précédents. 

Lorsqu'on aura ^<C ?> on fera /> = a", 7 = p*", x = py, et 
il viendra 

pa«^_ a «« p-/« -H p»»= p«- (^— ^ r + ') î 

mais la condition p*<i ç ou «*•< p** donnant a"<; p«, la quan- 
tité g; sera une fraction, et pourra par conséquent être prise 

pour un cosinus. Soit donc 9 Tare correspondant; la fonction 
proposée deviendra 

p" (/*•— 2/* cos*-M), 
et il ne s'agira plus que de résoudre l'équation 
j^ — a/* cos^ -4-1 = o. 
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On en lire d'abord 

j<*= cos^± /^ sîn*; 
puis prenant 

y=^cosz±^ — I sinz, 
il vient (187) 

j*=z cos'/iz ± ^ — I sinnz, 

et en comparant avec Taulre valeur de ^, on obtient , ^ 
tosttz = cos^, sinnz = sin^. 
On satisfait en général à ces relations, en supposant 
nz = 2 mn H- 1, 
m étant un nombre entier quelconque, puisque 

cos (2m« -*-^) = ços^, sin (2m7r-f.^) =sin^ : 
on aura donc 

z= , r=cos ± V — î sm -^— ? 

et les facteurs du premier degré de la fonction 

seront par conséquent compris dans la formule 

!2mir4-^j_ /—— . 2mit-i-^l 
cos ' — ±v — ism J- 

mais on prendrait 



a" 
Si Ton avait x^* •+• ikpa^ -f- ç = o, on ferait encore t;= cos^; 



^-4- 27» cos (ir — ^)4-i, 
puisque cos (tt — ^) = — cos^ ; il viendrait ensuite 

C0S/t2 =:COS (ir^ — *), siUlU = Sin (ir — *), 

et par conséquent 

nz = 2m9r+fr*-^= (2lll + l]ir — i (*). 

P ) Les formules des &«• 190 et 191 contiennent implScitement les théoràméi 
de Cotes et de Moivre et remplacent ayec aTantage ces théorèmes, qui ne sont 
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De l'intégration des différentielles binâmes. 

192. Ces différentielles sont représentées par la formule 

p 

dont on ne diminue point la généralité, en supposant que m 
et H soient des nombres entiers. 

Sî l'on avait, par exemple, x^dx (a -H 6^')^ on ferait a: =2*, 

t 
d'où il résulterait 6z^dz (a-h bz^)'iî. On peut aussi regar- 
der n comme essentiellement positive, parce que, dans le 

cas où l'on aurait ;r*~'dar (a -H 6^r-»)^, on supposerait j?=-» 

et il viendrait —^-**-*dz(a-|- 6^» )î. 

p 
La formule af^* dx {aaf -h bx'')9 revient encore à la pré- 
cédente, en divisant par x% dans la parenthèse ; car on ob- 
tient 

p pz p 

x^-' dx [x»- ( a -h bx^'')]9 = X « "* d:r (a -+- bx^y. 

t ' 
Pour chercher dans quels cas af^* d j: ( a -4- bx^)9 peut devenir 

t 
rationnelle, on lait a-h &^=-z^ en sorte que (a -h bx^)'9==zP; 

puis on trouve 

^=__, ^= ^__j , a;«-d^=^^^-d^ (^-^ j , 
et la différentielle proposée devenant par là 

# 

plus maintenant qu'un objet de pure curiosité; je n'ai pas cru par cette raison 
deYoir les insérer ici : on les trouve dans le Traité in-4^> tome T, page i25. 
Voyee dans la note B, article III , une démonstration de ces formulesi indépen- 
dante des imaginaires. - ' ■ 
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on voit alors qu'elle sera rationnelle toutes les fois que — 
5era un nombre entier. 

L'expression x^ixla-^-bx^)^ satisfait à cette condition, 
puisque /» = 9, w = 3, — = 3, et se transforme en 

l 
La différentielle ^-'dor (a-f-6x")» est susceptible d'une 

autre forme, en rendant négatif l'exposant de x dans la paren- 
thèse, ou en divisant par x^ la quantité a^bx^; il vient 
ainsi 

£ "M? £ 

x'^^dx{a'hbx^)9=za:'* 9 ' da:(ar~"+'6)î' 

Cela fait, si l'on change n en — n,a en é, 6 en a, m en m •+• -^ 

dans la transformée en ^, obtenue plus haut, on en déduira 
l'expression 



— X zp+î-'dz 
na 



(«-_y-.-7- 



qui sera rationnelle si — -h - est un nombre entier. 
^ n q 

Cela revient à faire immédiatement 

éwr*" -f- é = -5», d'où a-hbx^=x^z9, 

transformation employée par Ëuler. 

C'est à ce cas que se rapporte la différentielle 

1 
x*dx [a-hbx'^Y, 
pour laquelle 

m 5 p I ^ t,P ^ 

n 3' } 3' n q 3 

193. Puisqu'il n'est pas possible d'intégrer en général la for- 

p 
mule far^"^ d:r (a + 6x")î, l'idée qui se présente d'abord est 
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de chercher à la réduire aux cas les plus simples qu'elle peut 
renfermer. 

On y parvient assez facilement, au moyen de Vintëgration 
par parties, procédé fécond qui sert à ramener une intégrale à 
une autre. Il se tire de l'intégration des deux membres de l'é- 
quation 

duv^=udif'\-vdu (11), 

qui conduit à 

ui^^fudv-^fviUy d'où fudv=zui^ — fvdu. 
On voit par là que si, dans la différentielle Xd j;, la fonction X 
peut se décomposer en deux facteurs P et Q^ et que Ton sache 
intégrer la différentielle Qdo?, en nommant v son intégrale, et 
faisant u = P, on aura 

/PQda? = P(/--/</dP, 

ce qui ramène la difficulté à obtenir fvdV. 

194. Pour abréger un peu les résultats, dans l'application 

de ce qui précède à la formule af^-^dx (a + 6a;"jî, j'écrirai p 
au lieu de ^> et il faudra supposer que p est un nombre 
fractionnaire quelconque : on aura alors la formule 

û^-'dx (a-hba:^)P. 

Parmi les diverses manières de décomposer cette diffé- 
rentielle en facteurs, je choisis celle qui tend à diminuer l'ei- 
posant de x hors de la parenthèse, et qui s'opère en écrivant 

ainsi, 

/;r*-".ar*"* éx [a 4- bx*)P, 

la formule proposée. Par ce moyen, le facteur ^c^^ dx (a -h bx^y 
est intégrable, quel que soitp (170) : en représentant donc ce 
facteur par d (/, on a 

{p + i)nb 
d'où il résulte 

f af^-^ d :r (a -4- bx^y 

= -1. — r-JT 7 — , \ i /^ ^^ \^ + bod^Y^^'y 

\jf-\-\)nb \p'^\)nb^ ^ 
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or 

/a?»-*-» dx(a + bx^)P+' = / jp*-*-» d^ [a -h bss^)P (a -h baf) 
= a/a?"*-*-» dx («4- ftj;")'' 4- b/x^' dx [a -h ftj;")''; 

mettant cette dernière valeur dans l'équation précédente, et 
rassemblant les termes affectés de rintégrale/r""' dx(a'hbx^Y^ 
il vient 

__ x"^ [a'hbx^)p-^' — a[m — ii)/j:*-^* dx (aH- bx^y 
"^ (p^i)nb 

d'où Ton tire 

Ifx^'dx[a'{'bx'y 
_ j?*^ (g H- bx^y^' — a ( m— n)fx^-^^ dx {a + fcj:*)^ 
b (pn ■+- m) 

Il est aisé de voir que puisqu'on peut ramener, par cette 
formule, Tinlégrale /a?*-» dx[a + bx^y à/j;*— -» dx {a-hbx^y, 
on ramènera aussi cette dernière à/a;*~**~* dxla-hbx^y, en 
écrivant m — n à la place de m dans l'équation (A); puis chan- 
geant encore m en m — 2n dans cette même équation, elle 
fera connaître /d;^*»-»dj7 (a -|-6j:*)'', au moyen de 

fjt^^^^dxia-hbx^y, 

et ainsi de suite. 
En général» un nombre r dé réductions conduit à 

j-jjf»-^-! dar (a -h ftjt*)'' ; 

car si dans la formule (A), on change m en m — (r — i)n, on 
en tire 

/a:— C^')»-' d^ (a 4- bx^y 

x^^{a'^bx^)p+' —u{m— rn)far-"'''' dx{a '\- bx^y 
ft[/?n-hm — (r — i)»] 

Il est évident, par cette dernière, que si m est un multiple 
de n, l'intégration delà différentielle jp"-'ddp (a -h fc^")/» s'ef- 
fectuera algébriquement, puisqu'alors Fanéantissement du 
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coefficient m — m fera disparaître Ja dernière intégrale 

faf^"^^ àx [a 4- baf^y , 
résultat qui s'accorde avec celui du n*» 192. 

195. On peut obtenir aussi une réduction par laquelle l'ex- 
posant de la parenthèse soit diminué de l'unité; pour cela, il 
suffit d'observer que 

= afar-'ûx (a+ bûf")?-' -h 6/ar*H^» dx{a + bx^y-', 

et que la formule (A), en y changeant m en m -h n, etp en 
p — I, donne 

__ x^(a-{- bx^y — amfx^-' éx{a-{- ft^jr-» 
à(pn-j-m) 

Substituant cette valeur dans l'équation précédente > on 
aura 

Ifx^^dxla-^bx^y 
_ x^{a'hbx^y-{-pnafx^^dx(a-hbx''y-' 
pn-^m 

Avec cette formule, on ôtera successivement du nombre p 
toutes les unités qu'il peut contenir, simplification qui, 
jointe à celle que procure la formule (A), fera dépendre l'in- 
tégrale 

Jx^^ dx [a 4- bx^y dé fx^"^^ dx {a -h bx^y-*, 

m étant le plus grand multiple de n contenu dans m — i, et* 
le plus grand nombre entier contenu dans p. 

s ^ 

L'intégrale /^'da? (a -h fr^»)% par exemple, sera ramenée 
successivement, par la formule (A), à 

/;r* dx(a + bx^)\ /^ d a? ( a -H bx^f; 

puis la formule ( B ) fera dépendre fxdxla-h bx^y de 

J xdx (a-i- bx^y^ et celle-ci de jxdx[a-\-bx^y. 



DE CALCUL DIFFÉRBNTIEL ET DE CALCUL INTÉGRAL. aSj 

196. Il est évident que si m et /i étaient négatifs, les for- 
mules (A) et (B) ne rempliraient pas le but pour lequel elles 
ont été construites : elles augmenteraient alors les exposants 
de x hors de la parenthèse, et celui de la parenthèse; mais en 
les renversant, on en trouve qui s'appliquent au^^s dont il sV 
git. 

On tire de (A), 

fx^-"^' Ax(a'hbx*)p 

_ af^ (a -i- 6.r»)fH-. — b{pn-hm) fx^-' dx{a-{^bx')p 

a [m — n) ' 

et mettant — m + n au lieu de m, il vient 

1/ jr*-' d X ( a -f- 6:r")^ 
_ x^(a-^bx^)P-*-''\-b(m—n—fip)fx-^''-'ix[a'hbx^y 
am 

formule qui diminue les exposants hors de la parenthèse. 
Pour renverser la formule (B), on prend 

/ jc"-» d j: [a -h bx')P-' 

gr" (g "h bx^)P — (pn 4- m) fx^-* d j: (a -f- bx')P ^ 

"" pna ' 

puis on écrit — p-{-i au lieu de /?, et il vient 

Ifx^-' ûx{a'hbx^)^P 
jf* (g 4- bx^)-P^' — ( m+ n — np)fx^-' d j: (a + bx'^yp^' 
■" {p — i)na ' 

formulequi atteint le but proposé. 

Les formules (A), (B), (C), (D) deviennent illusoires, lors- 
que leur dénominateur s'évanouit. Cela arrive pour la for- 
mule (A), par exemple, quand m = -— np : mais dans tous les 
cas de cette espèce, la différentielle proposée peut se ramener 
à un monôme, ou bien à une fraction rationnelle {*). 

C ^'"' d^F 

197. Soit ( s m étant un nombre entier positif; la 



J ^i — x^ 



{*) y oyez le Traité in-4^, tome II, page 4i« 
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formule (A), enjr faisant «= i^ 6 = — i, 11 = 2, p =— -» 
xlonne 

iji — x^ m—i ^m — ij v^rz:^»' 

et mettant m au lieu de m — i, il vient 



/ x^dx j?"»"Vi — X* m — I Ac*~*dj? 
sli — x^ m ''» J v'ï — ^ 

Si Ton donne successivement à m différentes valeurs, en 
commençant par les nombres impairs, on aura 



xAx 



= — ^"^i — X» -h const.f 



X 

■ j 

X* 



/^dx \ . / ; . 2 r Ordj 

/x^dx I . I 6 r ^* 



d;r 



etc* 

On tirera de là 

xdx 



/^^^ = — V^i — x^ + const., 
sli — x^ 

etc.; 
la loi de ces valeurs est évidente* 
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Passant aux valeurs paires de m, et supposant in=;2y 
m = 4» m = 6, etc., on trouve 

/x'dx I / : i r Ax 

/^da: I , / ; , 5 r x*ûx 

VT=^» 6 6 J y^np 

etc. 

Dans ce cas, toutes les intégrales proposées dépendront de 



/ 



- = arc (sin = x)-h const. (36) , 

^i — x^ 

et en représentant par A l'arc indiqué, on aura 

d^ 



Vi — ^ 



:K-{-const.f 



x^dx 



= X ^i — ^H — X + cûnst, 



/x*ûx /i , , 1.5 . , 1.3.5 \ / : 1.3.^. 

etc. 

198. Je vais chercher niaintenant les formules qui répondent 
au cas où m est négative. On a alors, par la formule (C) (196), 

/ x-^'ix __ sr^^i — s* m — I / V— ^'d^ 
V^i — J?* "" ^ ^ j Vî — ^* ' 

et en écrivant — w au Heu de — m — i, il vient 

Ç djT _ yji—x* m— 2 r ix 

J x^s/T^^^^ (ni—i)x^-' m—i J ar-^^/JZr^i' 

On ne peut pas supposer m = i , puisque celte valeur rend 
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le dénominateur nul : il faut donc chercher à priori Tintégralc 

de — * On la trouvera facilement d'après ce qui a été dit 

^ V* — ^^ 
n** 192; on fera i — ^J7'= j5% d'où il résultera 

/ ; j — ^^^ 

a:=vi — z% dJC = -7===-» 



/I — J8» 

et, par conséquent, 

ûx — djg 

équation dont le second membre a pour intégrale 

--l(.+z) + -l(.-z)=--l(^. 
Remettant au lieu de js sa valeur, on aura 

2 \,_à/i_ar»/ 



multipliant par i + ^i — -^S les deux termes de la fraction com- 
prise sous le signe 1, on obtiendra 

on aura donc enfin 

— ===== — 1 1 I •+■ const. 

xsji — x^ \ ^ J 

Maintenant, si l'on suppose d'abord m £=3, m = 5, etc., il 
viendra 



/ àx _ yi — ar' 1 r ^x 

/ > d^ ^ V^i — ar» 3 r dar 

a:* Vi — i?» 4^ î J ^^1 — ^*' 

/ ' d^ _ \li — x^ 5 r Ax 

x'^i — x^ ^ 6ar« 6 J ^i ^TZT^»' 



etc. 



DE GALGCL DIFFÉRENTIEL ET DR CALCUL INTÉGRAL. j^ij 

Faisant ensuite w = 2, w = 4, m = 6, etc», on trouvera 



dx^ _ y/l— jC» ^ 









etc. 



Jle ces deux suites d'équations on tirera, comme dans le nu- 
méro précédent, deux classes de formules, Tune intégrée par 
logarithmes, et l'autre qui sera algébrique. 

199. La différentielle af-'ûa:(ax'-h bx^y, se ramenant à la 
forme x^p^^ ûx{a^- bx--')p (192), est susceptible des mêmes 
réductions que celle-ci. J'en donnerai pour exemple l'expre»- 

sion ; ■ ^ qui se présente dans la Mécanique. Oq a dV 

V 2 ex """• X 

bord 

'^j===^^^Jx^(ioc[:tcx^x^) ^=fx''^dx{:,c-x)"', 
la formule (A) (194), en y faisant 

donne 

fx *dx (nc-^x) * 

et si l'on observe que 

x' * = ^-ar», x^ »=:^-«^^% 

puis qu'on f?isse rentrer les puissances fractionnaires de x dans 
les parenthèses, qu'on changera ensuite en radicaux, on aur» 
6< éd. I. 16 
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la roroittle 

200. Les trois exemples précédents se rapportent aux for- 
mules (A) et (C); on tire des résultats non moins utHes de la 
formule (D) (196), puisqu'elle sert à intégrer la différentielle 

qui a été mise de côté d^ns les fractions ralionnelles (180) t cp'* 
si Ton fait 

x=zz, a=ps 6 = 1, m = i, /i — 2, p==m, 
la fonrmule (D) devient 

•d'où il résulte 

2/n — 3 r di? 

■^(2/7? — 2)PV ('>3^-hpO'""'" 

/d^ 

car si Ton faisait m =: i , le diviseur ^'m — 2 devenant nul, le 
second membre serait infini. Il est aisé de voir que cette cir- 
constance est du même genre que celle du n° 168, puisque si 
Ton pouvait passer de /» = i à m = o, on tomberait sur Tin- 
tjégrale /d-3=-3, et Ton aurait algébriquement l'intégrale 

dz 

ûî' ^"* 6sl nécessairement transcendante (180). 

De l'intégration par les séries. 



/ 



201. L'intégrale /Xd^ s'obtient facilement lorsqu'on a dé- 
veloppé la fonction X du série, parce qu'on n'a plus à intégrer 
que des monômes, auxquels s'applique immédiatement la règle 
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du n*» 167. En effet, soit 

.X = A:r"-h B;r"-^"-|- Cx"*-^^"-^ D^r-^*"4-etc.; 

si Ton multiplie les deux membres de cette équation par àx, 
et qu'on intègre séparément chaque terme du second, on trou- 
vera 

Lorsqu'on rencontrera dans le développement de X un terme 
de la forme — > il en résultera dans l'intégrale le terme h\x 
(168t. 

202. La fonction la plus simple qu'on puisse réduire en série 
est j ayant pour développement 



^ %K> ou ,A/ 

:-h — r-f-etc, 

a a* a^ a* 

d'où 

* dx X x^ x^ •^* . . . 
a-hx a a«* 3fl' 4^ 



h 



/Ax 
= 1 (a -H dP) + coHst. : on 

aura donc 

X X* X^ X* 

^ ' a 2«' 3 a* ^a* 

Pour trouver ce qu'exprime la constante, il n'y a qu'à faire' 
xzsio; il vient, dans celte supposition, \a = coHst., et, par* 
conséquent, 

(x\ X X^ X^ X* 

a/ a 2a' 3a* 4^ 

résultat conforme à celui du n*^ 2^. 

Soit la différentielle -z :> qui, pouvant se mettre sous la 

éx 
forme ^> appartient à l'arc dont la tangente = - (36); en 



•-^^ 



16. 
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réduisant -z 1 en série, on obtiendra 



a i x^ X* X* , ^ 



a^-{-x^ a œ œ a/ 
et l'intégration donnera ensuite 

/ f ."^ , = arc ( tang = - ) -f- const. 

X x^ oc^ x"^ 

a Za^ 5 a* 7 a' 

Si l'on veut tirer de cette équation la valeur du plus peét des 

arcs dont la tangente est - -> il faudra supprimer la constante 

arbitraire, puisque Tare cherché est nul, lorsque ^ = o, et Ton 
aura 

/ x\ X x^ ^ x^ ^' . ♦ 

arc tang=- ) = 0— r-f-FT i-hetc, 

résultat conforme à celui du n** 38. 

Xf"'^ ^x 

En opérant de même sur r— -— ;» on trouve 

CL ' I " X^ 



f 



x^dx jf^' ^+«+1 



a^-h^ (m-hi)a» (m-{-n-^i)a^ 

•+" 7 — ; ; — rii — ®^c. -l- const. 

(m-|-2/i + i)a»* 

203. Le biit de l'intégration par les séries étant de se procu- 
^ rer des valeurs approchées des intégrales qu'on ne peut obte- 
nir rigoureusement, il est important d'avoir plusieurs séries 
pour exprimer la même intégrale, afin de choisir celle que rend 
convergente la valeur particulière qu'on se propose de doimer 
à X» Les séries qui procèdent suivant les puissances positives 
de X dont les exposants vont en croissant, ou les séries ascenr- 
dantesy ne convergent, en général, que dans le cas où la va- 
riable X demeure très-petite; tandis que celles qui procèdent 
par les puissances négatives de ^, ou les séries descendantes^ 
convergent d'autant plus, que cette variable est plus grande* 
Pour parvenir à un# série de celle espèce, dans l'exemple 
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ci-dessus, il* faudrait changer l'ordre des termes du binôme 

a"-+- j:», et mettre « à la place de a dans le développement de 

I 
^ . _, ; on aurait 

et, après avoir multiplié par afdx et intégré, il viendrait 

« 

' x^dx I 



/ 



■+" (an— m— i):c*-— « "" (3n— m— i) ar*-— m "^ ^^^- "^ ^^'**'- 

Cette série serait illusoire, si quelqu'un de ses dénomina- 
teurs, compris dans la forme in — m — i, s'évanouissait, ce 
qui arriverait si m + i était un multiple de n; dans ce cas, Iji 
différentielle développée contiendrait un terme de la forme 

d^ * 

«('-«)• — , dont l'intégrale serait «(*-•> Ix. 

Si l'on fait, dans le résultat ci-dessus, m = o, n = aeta = i, 
il devient 



/ 



d-^ ï . > «... 

— g — • -f- etc. -f- const.; 



i-hx^ X 3x' 5x' 

dx 
mais quoique l'expression soit la différentielle de l'arc 

I "T" X 

dont la tangente est x, il n'en faut pas conclure que la série 
précédente soit le développement de cet arc, puisqu'elle donne 
l'infini lorsque a? = o. La considération de la constante arbi** 
traire lèvera cette difficulté, si l'on fait attention que pour con- 
naftre la vraie valeur d'une série, il faut toujours partir du cas 
où elle est convergente. Or la série 

^ I I I 

X 3x^ 5x^ *' 

l'est d'autant plus, que x est plus grand, et elle s'évanouît lors- 
que X est infini : à cette limite, l'équation 

arc(tang=ar) = •"3^ — =-ç-^ 4-etc.-hc<)/w^, 
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se clftnge en arc de 1'= ^ = const,^ et substituant cette valeur 
de la constante, on obtient 

-, , ir I I I ^ 

arc(tang = ^) = ï-t—;— ^1I^-®tc• 
On pourrait intégrer aussi la fonction raticHinelle — ^ (172), 

en développant en série Texpression^; mais ce moyen ne 

conduirait qu'à des résultats fort compliqués et rarement con- 
vergents. D'ailleurs ces calculs sont à peu près inutiles, puis- 
quNon sait ramener cette différentielle aux logarithmes et aux 
arcs de cercles, dont on obtient les valeurs par les tables tri- 
gonométriques. 

p 
^ 204. La formule /a::*-' do: (fl -4- frx»p est facile à intégrer par 

le développement de la quantité (a + 6^")i en série, et il 
vient pour résultat 

/^■dx(a+6^r'=J|£:+£^.£::rL+/>(p-g)^ ^^ 

p{p-q)[p—9)^ .^m ^ etc. } + const. 



Si l'on voulait obtenir une série descendante par rapport 
à X, il faudrait donner à la différentielle proposée la forme 

X 9 d ;r ( A -f- axr"* ) y, et après avoir développé ( b -f- ax-")9, 

multiplié le résultat par a?" ^ ' da: et intégré, on aurait 

qx ^ ^pa_q^ " 



mq-hnp qb mq -\- (p — q)n 

^^(Pz2îh 



i.iq^b^ mq~\-(p^^:^q)n 

Tant que les quantités a et fr seront positives toutes deux, ou 
que q sera un nombre Impair, on pourra se servir indifférem-» 
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ment de cette série ou de la précédente ; mais lorsque q s^ra 

£ 

pair, la première formule deviendra imaginaire par le facteur of 
si af' est négatif, et la même chose arrivera à la seconde si bf 
est négatif. 

Ax 
205. Soit ■ > expression qui est la différentielle de 

Tare dont le sinus =^ (36) ; 00 aura 

I I , 1.3 , 1.3.5 . 1.3.5.7 - 

et de là 



/; 



dx I X* . 1.3 j?* 1 .3.5 X' . 

I X* 2 3 2.4 5 2. 4-0 7 

En supprimant la constante, la série s'anéantira lorsqua 
^ = o ; elle donnera par conséquent la valeur du plus petit 
des arcs doat le sliHis =;= Xy comme dans le n^ 38. 

Voici encore quelques résultats faciles à obtenir, d'après ce 
qui précède, mais qu'il est bon de connattre : 

dx Ax ^ , r- ^^^ 

!•. -===r— . i-' . ; faisant \/x = u, on a "F===7^ 

^x — XX v^.vi — X V»^-'*^v 

mais par la série précédente, H vient 

/• 2dtt / I M' 1.3 a* 1.3.5 u' \ 

^i — II» \ 2 3 2.4 5 2.4.0 7 / 



donc 



/; 



d^ 



^X XX 

( IX 1.3 x^ 1.3.5 a:* .\/—. 



2' 

or 



djr V2ar— 0?^ = (2a)'x*dj7 j I ^| 5 

(^y \ X \ .\ x^ 1.1.3 x^ 
ia) 2 2« !>..4 4^' 2.4.680^ ' 
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donc 



ou 



f . \3 25.2a 2.4 7-4^ 

I . 1.3 2JC^ ^ \ I — . 

y^ — 5— — etc. ) ^T.a+comt.y 

I I 3 jc^ \ I 

'-j^ — 5—- — etc.) ^xJuax-hconst, 

2.4.6 9.8a* / 



/ 



3". 1 ■ , ^ donne, après la réduction de . en série ' 

J ^i-hx* ^i-^x^ 

4di l'intégration, 

d^ I j;* 1.3 :r* 1 .3.5 J7' 

. =x 5- H 7 "F F-z •- etc. H- const, 

^/TT^^ 2 3 2.4 5 2.4.6 7 

Ao Y!_Ë£— . — 1 ^— — 1-3.5 

J ^x^ I 2.2J7' 2.4.4^ 2.4.6.6j;* 

+ const. 

Cette série, qui renferme la transcendante \x, est d'autant 
plus convergente, que x est plus grand. On peut en obtenir 
une autre entièrement algébrique , et d'autant plus conver- 
gente, que X diffère moins de Tunité. Pour cela , il faut faire 
a: = I -h M, ce qui donne 

développant ( >-+- - ) > multipliant chaque terme par u'^ûu 
et intégrant, on trouve 

r Au 

J sl^u + u* 

Ai. 1 

I / -5 I 2W* 1.3 2 m' 1.3.5 2 m' \ 

^\ 2 3.2 2,45.4 2.4.67-8 / 

(i.w i.3a* i.3.5m^ \ / — 
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et puisque u = 0? — i ^ les termes de cette série sont d'autant 
plus petits, que x — i est peu considérable. 

206. L'utilité de la réduction des différentielles en série 
étant seulement de les transformer dans une suite de termes 
dont chacun soit intégrable en particulier, il n'est pas toujours 
nécessaire que les termes de ces séries soient des monômes. 

Si Ton a, par exemple, 

^i — X* 
et que e soit une quantité fort petite, ïe développement de 
Vi — e'x* donne une série très-convergente, parce que dans la 
différentielle proposée x* est toujours ^i, à cause du radical 
^i — 0?'. On trouve 

^i — e*x^ = 1 é*x* '—m e*x* V-? ^*^ — ©le., 

a 2.4 2.4.6 

et la suite à intégrer est « 

. I I e^x^ —je^x^ 7-?«*^ — etc.)» 

v^7=^\ 2 2.4 2.4.6 } 

/o[f^dx 
, » traitée 

>Ji—x^ 

au n" 197. En substituant au lieu de 

/ dx r x^dx r x'&x 

les expressions données dans le numéro cité, il en résultera 

^ dx^i — è^x^ 
^i — X* 

2 (2 ' 2 ) 

'•'•3 i/i , . 1.5 , , 1.3.5 \ y 1.3.5 .1 

-4- etc . . f -h const. 



r- 
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. On tnsteraii d'une manière analogue la différentiette 

dx dx i 

en réduisanl en série la quantité 



^1 



et quant à la différentielle 



= (a-f-a:) »; 



dx 



^[%cx — x^) [b-^x] 
qui se rencontre dans la Mécanique, le développement de 



__2 



(--71 \ X I*<) X 2 • d • O ^ 



2 fc 2.4 ft' 2.4-6 b 
ramènerait son intégration à la formule '' 

x^dx 



JsR 



\iicx — x^ 



(199). 



De rintégration des fonctions logarithmiques et exponentielles. 

207. Soit d'abord la différentielle Pd;r(la:)«, P éunt une 
fonction algébrique de x\ l'intégration par parties fournit le 
moyen de la simplifier en diminuant l'exposant de \x. 

En effet, si dans l'expression générale fz^'V dxj on peut 
intégrer le facCeur Pdo:, et qu'on pose en conséquence 

Pd^ = di', w = z" et dzz=zz'dXj 

la formule /«d(^ = wi' — fvdu (198) donnera 

(i) . /z"Pd^ = z'*i' — nfz'^^vz' dx, 

résultat 011 la différentîation a diminué d'une unité l'exposant 
de Zf si toutefois cet exposant est positif. 
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Le contraire aura lieu s'il est négatif; alors il &udra cban^er 
la manière d'opérer et £ajjre tomber l'intégration sur le fac^ 
teur^% ce qui se peut en observast que l'équation d« = ^d;r 

donnant Ax = —r9 on a ! 

() r^^^ CL^-^ p 1 r ' ^ p 

â08. Pour la différentielle â:"dx{l:r)% on pose ■>, 

m-Hi 
et l'équation (i) conduit à ' . 

/^»d^ (la:)»= ""^^^"^^ ÎL-./^d^ (1^)'-'. 

Si dans cette dernière on change successivement n en n — i, 
en n — ?, etc., on trpuvera 



/^di: (l^r)-^ =;: '^^'^*^^" ' — ^^^^ fx^Ûx [\xY-\ 



etc. 



En poursuivant ces réductions, on ôiera de l'exposant n, s'il 
est fractionnaire, toutes les unités qu'il contient ; et l'on peut 
aussi par leur secours construire la formule générale 



fx^ûx{\xY 
m- 






n(n — i) (n — 2) ,, , . 
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Il est bien aisé de voir que le facteur ( — i)^ sert à indiquer 
l'alternative des signes + et — selon que p est pair ou impair; 
on doit remarquer en outre que l'intégrale du second membre 
disparaît quand p = n. 

En prenant n = i et n = 2, pn trouve 

far dxlx = <1^ > -f- const., 

! 

^ ^ ' w-t-iT ^ m-hi (m-f-i)M 

Lorsque m= — i , It formule ci-dessus cesse d'être applicable; 

m^s en faisant Ix = 1^, on a 

• \ . 

— (l:r)»=:/'a"dM= >r€onsi. 

X ^ ^ ^ «4-1 

= — i^ (XxY^'+const^ 
«4-1 

et la même transformation rendrait algébrique la différentielle 

•—U, dans laquelle U désignerait une fonction algébrjquedelj:. 

. Lorque n est négsrtif ou fractionnaire, la série se prolonge à 

rinfini; en faisant 11= j par exemple, il vient 






1.3 



(U)^ 2(m4-i) 0^)' 4 (w-hi)'{lw^)' 



1.3.5 
7 -h etc. » 

8{m + i)»{U)' 



-f-co/w/. 



209. I^our diminuer l'exposant de 1j?, lorsqu'il est négatif, il 
faut employer la formule (2) du n^ 307, avec laquelle on 
trouve 

Répétant cette réduction, en changeant n en n — i, en 
n — 2, etc., et supposant quen est un nombre entier, oi\ 
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obtiendra 

(U)-— (n — i)(la:)— (/» — 1).{« — a) (la:)'-» 



(» — i) (/i — 2) (/i— 3) (lor)-» 



[n — i)n — a)...ij \x 



Quand m = — 1, la formule précédente conduit à 

dx X 

7 rn — rr-: -H const., 

(n_,)(U)-t 



r dx _ 

Jorl (or)""" 



résultat qui devient illusoire lorsque /i:^ i ; mais la différen- 

dd? 
tielle -T— qui répond à ce cas, s'intègre immédiatement, en 

XIX 

faisant \x=zu, puisqu'elle se transforme en — et Ton a 
1« -h const. = 1 ( 1 J?) 4- const, 

210. L'intégrale / -y—» d© laquelle dépend j tt-t^» 

quand n est un nombre entier, paraît devoir constituer une 
transcendante à part. On la ramène à une forme plus simple> 

en faisant x'^^ = z; car il vient alors af^dx = 9 

^^ = ?fr^i' et par conséquent j "1^- = j y/ . 

On trouvera plus bas le développement en série de cette der* 
nière, qui se rapporte aussi aux fonctions exponentielles, en po- ^ 
ssknx\z=zu, ce qui donne z = e^, dz:=e^du et ^ 



/dz ré' du 



211. levais m'occuper maintenant de l'intégration des fonc- 
tions exponentielles ; je ferai d'abord remarquer que l'équa- 
tion d.€^z=aFdx\à (27) donne 

I a* 

0* do; =. 7- d . a*, d'où fa*dx:=z — h cetuU 
9 la la 
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d o^ 
On lire aussi de là Ax = -^ -, par ce moyen, la différen- 

tîeHeVdjr devenant ■ ■ ' y se change en — r^» lorscm'on 
ar\a ° ala ^ 

fait a*=iUy et est algébrique par rapport à «, lorsque V est 

une fonction algébrique de a'. On trouve ainsi que 

fé'diX da 



212. Passons à la formule fa'af'^x, de laquelle dépend 
fVaf'éx, lorsque P est une fonction rationnelle et entière 
de x^ L'équation (i) du n° 207 donne 

/a'x»d jc = -y^ — -^ J'a'x^' &x ; 
la \a^ ' 

et en continuant cette réduction de n — i à n — 2, etc., on 
parvient, lorsque n est un nombre entier positif, à 

213. Si reiq)osant n est négatif, l'application de la for- 
mule (2) du n«207 conduite 

. Ça^x _ a* \a^ r<£ùx 

J ^ (» — i):r-«'^(/i_i) J x^^'^ 

* et quand l'exposant n est entier, on obtient 

« 

/ a'Ax ___ fl» ûMo 

x^ (n — i)j7»- (n — i)(w — 2):r— » 

(^' (1^)' a^[\aY-^ 

(n— i)(/i — 2)...i J ^ • 
On ne saurait pousser la réduction au delà de T^^; 
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car réquation 



ic* "" {n — i)x^-' n — ij x«-* 



> 



ne donne rien, torsque n = ». 
On retombe encore dans cet exemple sur la transcendante 

/u' dx 
» dont j'ai déjà parlé n*» 210 ; et si Ton poavait obtenir 

son expression, on aurait en même temps riirtégrale fa*x*ûx, 
pour tous les cas où n est un nombre entier* 

Lorsque n est un nombre fractionnaire, les deux développe- 
ments dont on vient de faire usage ne se terminent point. Si 

Ton avait), par exempte, it=c 9 le premier donnerait la 

série 

/ a*dx _ aF t i 1.3 

s/x ""laV^I '^2xla"^4a:Mla)' 
1.3.5 ) 

et en feisant n =- dans le second, on aurait 

J yjx fi 1-3 1.3.5 

^x^[\aY 



1.3.5 7 



f-eic. > -\-co¥isL 



214<. En remplaçant a* par son développement (27) dans la 
fonction yP a' dj7, on obtiendra 

/Pa'da: = /Pda7-t--/P^d^-4-^/P^«dx 

^_il£ll./Px3d^4.-il^/P^Ma:4-etc., 
1.2.3'' 1 .2.0.4 

ce<)ui fournira uii nouveau développement de /P «fd^r, toutes 
les fois qu'on pourra obtenir les fonctions 

/PdX, /Pxd^, .., /Px"da:, etc. 
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Si P = or", il viendra 

-» o/ /^> H- etc. 4- const. 

1.2.3(114-4) 

OÙ il faudra mettre Ix au lieu de — --.» lorsque n sera un 

/H- I 

entier négatif égal à — i. 

, donne le 

développement 



/ 



o-dj? , . x\a . x*(\ay . a:» (la)» 

■ 'SS IJ? 'T— ' "T" ' "T" o r> 

X I.I 1.2.2 I.2.3.3 

;r«(lay 
•^ ^ ^^ — »- etc. 4- consi.. 



i.2.3.4«4 

que la supposition de a^ = z, d'où il résulte ^ = p ©^ 
! X = 11 z — 11 a, transforme en 



/ 



\z I 2 I .2 3 I .2.3 

4- 7 — ^ — r-7 4- etc. 4- const. 
4.1.2.3.4 



215. 11 y a encore un autre moyen d'intégrer une fonction 
exponentielle, telle par exemple que r— - — r; ; c'est de cher- 
cher à la rapportera la différentielle de la fonction e^P, qui est 
éf'(Pdj?4-dP), et dans laquelle P représente une fonction al- 
gébrique de X. C'est principalement la sagacité et l'habitude 
du calcul qui peuvent guider dans ce procédé. L'exemple pro- 
posé étant fort simple, il suffit de faire i4-a:=^ : on a 
alors 

e'xdx e^' Iz — i)ûz i( /i , dz\ ) 

(ÏZ 

et avec un peu d'attention, on voit bien que -r — ;• étant la 

z 
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difTérentîelle de -? il faut prendre P =-, d'où il résulte Tin- 
tégrale H-const. Remettant au lieu de z sa valeur, on 

€ Z 

trouve 

'e*xôa: 

const. 



f 



[i-h^Y i-hx 



De rintégration des fonctions circnlaires. 

216. L'équation (i) du n» 207, en y faisant P = ;r", 
z =ârc (sÎQ= x), et observant que 



d.arc (sin = ^): 



^.i — x^ 
donnera 

fx* dx arc (sin = x) 

x^' , , . I /•:!:»+» dx 
•arc(sin = :r) I , , i 



w-t-i ^ ' n-^-i J sfi 



et 1 -7 r' a été traitée dans les n" 197 et 198. 

Cet exemple suffit pour montrer que fVzdXy z désignant 
un arc de cercle et x Tune quelconque des lignes trigonomé- 
triques correspondantes à cet arc, pourra être ramenée à Tin* 
tégrale d'une différentielle algébrique, toutes les fois que 
JVdx sera une fonction algébrique de cette variable, puisque 
lesi différentielles de l'arc sont aussi de pareille^ fonctions (36). 

En supposant toujours que x soit le sinus de Tare jz, et fai- 
sant P= i» dans réquation (i) du n"" 207, on obtient 

X dx 

yi — X* 

Jz"^' . /^ ^ = — z—' ^i — x^ -t- (/i — /'2'^' ^^> 
yi — X* 

et ainsi de suite, d'où l'on conclut 

fz*dx = z^'x -h n-8"-* s/T'—x^ — n{n — i) 2"-':r 
— n[n — i) (n — 2) js»-* ^i — ^^-j-elc, 

série qui s'arrête lorsque n est un nombre entier positif. 
6«éd. I. 17 
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Si l'on avait Ifix^^dz, Timégrale /Vz*ix se changerait 

en/j5"d-5 = H-const.; et si Ton substituait à z» iine 

fonction algébrique quelconque de z, Tintégrale considérée par 
rapport à z rentrerait dans quelqu'une des formules traitées 
précédemment. 

217. Les fonctions qu'on rencontre le plus souvent ne con- 
tiennent pas l'arc, mais seulement sa différentielle, et pour 
les intégrer il faut se rappeler que, par les n*^ 33 et 34 , 



d'où 



d'où 



d'où 



d.sin/i^3c|ïdJ5C0s/i^, 
fdz cosnz = -sinnz -+- conzt. ; 

d.cosnz=: — ndzsinnz, 
fAzBÏnnz:szz cosnjz -h consi. ; 

d.tangn-g = 7 r;> 

^ (cosnz)' 



/ 



d'où 



/ 



dz ' t^ ^ • 

r: = - tsmenz -f- eanst. : 

(cosn^)^ n ° ' 

d . COtnZ = — 7-5 r;» 

(sinus)' 

dz I 

= cot nz -h const. ; 



d'où 



/ 



(sinnz) 

. , ndz sinnz 

a • sec nz = -j rr- > 

(cosnz)» 

dz sinnz i , . , i ^ 

(cosnz)* n ncosnz ' 

ndzcosn^ 
d . cosecnz = ,- . x,- > 



(sinnz)* 
d'où 



/ 



dzcosnz ï ' . , ' . w 

T-; r- = cosec nz 4- consi. = : h const. 

(sinnz)' n . nsmnz 
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318* Pe ces intégrations résulte d'abord celle de toutes les 
fonctions rationnelles et entières de sinus et de cosinus, parce 
que, au moyen des expressions de 

sin a cos b^ cos a sin by sîn a sin by cos a cos 6, 

rapportées datis le tableau des formules trigonométriques 
(Trig., 29), on peut les changer en simples sinus et cosinus. 
Soit pour exemide 

dx sin [mx-^n) cos (px 4- g); 

si Ton fait d'abord 

a^=^mx-^ny. bi^px-hg, 
on trouve 

sin (mx-^n) cos{px + q) 
= i^sm[(m-^p)x-{'n + q] + lsiu[(m—p)x + n — q]; 

et posant 

d'où 

^^_ dj8 j^_ dz' ^ 

m+p^ m — p 

on n'aura plus à intégrer que la différentielle 

~— î r ézsïnz-h—j-^ rd^'siBir', 

qui donnera 



. ; — r cosj p -rCOSz'-H corut. 

2(/iH-/>) 2(m — />) 

En remettant pouf z et z' leurs valeurs, il viendra 
^ cos[(m-hp)x-hn-hg] cos[(m— /?)^-+-n— g] ^ ^^^^^ 

Il n'y a pas plus de difficulté pour les sinus et cosinus élevés 
à des puissances entières et positives, parce que les formules 

17. 
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trigonométriques citées convertissent ces puissances en sinus 
et cosinus d'arcs multiples. 
C'est ainsi que la formule 

1 I 

sma*= cos aa, 

2 2 

changeant 

Il V 

[sin(ma: + n)]* en cos2(ma7 + /i), 

conduit à l'intégration de 

dj7[sin(ma?-j-n)p; 



car si l'on fait 



nlmx-h n) =Zy d'où ûx^= > 

^ ' 2m 

on obtiendra la différentielle 

dz fi i \ 
— ( coszj» 

2 m \2 2 / 

dont rintégrale 

z — siriJï . ^ 2(mj?-Hn) — sin2(ma7-+-n) . 

— 7 H const. = -^ ^—j ^ + const. 

4 m ^m 

219. On s'élèverait aisément des expressions de sina' et de 
cosa% à celles de sina' et de cosa% et ainsi de proche eh pro- 
che; mais celles du n*^ 187 conduisent à des formules qui com- 
prennent tous ces cas particuliers. 

En effet» on a d'abord 

cos:3"= ^^ ^ > ou 2" cos-3 = (e*^-' •+- e-**^r 

et si Ton développe le second membre de cette équation, en 
supposant que n soit un nombre entier positif, cas dans lequel 
la formule du binôme s'arrête, et les termes placés à (égale dis- 
tance des extrêmes ont les mêmes coefficients, il viendra 



2" cosz' 



;»_- ^...•ZT I ^^(— oi.^rr I ^(^ M^(»-4w^-i 



I .2.3 I 
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mais lorsqu'on change z en mz, l'équation .^ 

e^'^' = cosz±:^ — I sins, 
donnant 

«=*=*• *^ = cos mz ± v'^ sin wz, 

fournit le moyen d'exprimer en sinus et cosinus tous les termes 
du développement ci-dessus, qui. peut encore s'écrire ainsi: 

2»cosz«= cosnz +?cos(ii — 2) z -f- ^-^^^^ cos(n — 4)z 

n[n — i){n — 2) ^ /i * 

"* TT^ cos(w — 6)^4-. ♦•-!"- cos — [n — 2)j+cos — nz 

• +V'=^jsinnz4-^sin(n — 2)z4-^î^^^^^ 

. n(»— i)(i^--2) . , ^. n . , , . ) 

H r23 ^ ^*" (/i—€)z ■+-...-♦- - sm— (n— 2) 2-1-sm— nz ? f 

et les termes affectés de ^^^ se détruisent comme on va le 
voir. 

i^. Si n est impair, le nombre de ces termes est pair; en 
les assemblant par couples pris à égale distance des extrêmes, 
ils ne différeront dans chaque couple que par le signe, parce 
que 

sin — mz = — sin mz ( Trig.y 26), 

quel que soit m : la première moitié des termes est donc dé- 
truite par la seconde, et il ne reste que la partie réelle du déve- 
loppement. Si l'on éprouvait quelque difficulté à concevoir ce 
qui précède, il suffirait, pour la lever, de faire le calcul en assi- 
gnant à n une valeur particulière, comme S ou 5. 

Dans cette opération, on verra sans peine que la partie réelle, 
qui forme la valeur de 2" cos z\ lorsque le non;ibre n est im- 
pair, peut être réduite à la moitié de ses termes, en observant 
que 

cos — mz == cos mz ( 7'rig'., 2^ , 

d'où il suit que les termes placés à égale distance des extrêmes 
sont égaux : on peut donc se borner aux termes qui composent 
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la première moitié de la formule, pourvu qu'on les double. De 
cette manière, on trouve 

2 U 

2»cosz"=2cosnzH cosfn — 2)z ^ 

/ i ^ ' 

anln — i) , ,, 
H ^^ ^cos(n — 4^2-*- etc., 

on, en divisant les deux membres par 2, 

2*-«cofi-3"=cosnz-f-- cosfn — 2)2; 



— ^ cos (» — 4) 2 4- etc., 



1.2 



en s'arrétant au dernier arc positif, qui est [n — (n — 01 -^ — ^• 
2'». Quand l'exposant n est pair, chaque partie du développe- 
ment a un nombre impair de termes; mais dans la partie ima- 
ginaire, celui du milieu étant 

n(n — i)[n — 2)... in — - + i) 

^ ; L_2 Z.sin(ir — n.)j, . 

^ 2 

ft'évanouit : cette partie est donc encore nulle. 

Quant au terme du milieu de la partie réelle, comme il est 
affecté de 

cos ( n — n) z = cos o = I , 

il se réduit à son coefficient, le même que ei«dessus; et à cause 
qu'il est unique dans la formule, il faut eo prendre la moitié, 
si Ton veut se soumettre au facteur commun 2, supprimé dans 
le cas précédent, en sorte qu'on peut encore se servir de la 
même formule que dans ee cas, pourvu qu'on ait soin de ne 
prendre que la moitié du coelBeient du cosinus de l'arc nul 
qui se présente alors. 

Avec cette attention, il sera facile de former les valeurs de la 
table suivante : 
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COSJ = cosz, 

4 cos«»= cosSf H- 3 cosz, 

8 cosz* = cos^z 4- 4 C0S2Z -♦- 3, 
i6 cosz^= cosSz ~{- 5 cos3z -h locosz, 
32 cosz*=: cos6iS + 6cos4^ H- i5 COSttZ -f- lO, 

64 cosjs'sr C0S7 « + 9 cosSz + ai ca$3s -4- 35 cosf , 
etc. 

220. L'expression du sinus (187) donne l'équation 

a-(v/-ir 
et, par conséquent, 

a» ( \/mï)" sin J8»= («« ♦^— «-• *^)* 

I 1.2 

J[ . 2« i) I - 

OÙ les termes du dernier membre sont alternativement positifs 
et né^tifs. Lorsqu'on remplace les exponentielles par leurs 
valeurs en sinus et cosinus (numéro précédent), il vient 

^"(^— «)" sin;j"=3icosn«~ ^ cos(a — 2) z-h ^ ' ^^~'^ cos (»— 4) ^ 

n[n — i){n — 2) / z-x .j^« / \ 

— ^ V I . T/ . v. i cos(nr--6)z . . .±: - cos — (nr^i] z qi cos — nz 

I «2. O I 

M-^ — I |sino9 — -sin(n—- 2)jï-h^^i^tZlilsin(n — ^)z 

nin — i){n — 2) . , ^» .j_'i . / \ . . ) 

"■ — ^ % ^sm(ii — 6)z»..±:- sin — [n — 2)zzpsm — nzu 

I ■ 2 . o ■ I 1 

où il faut encore distinguer deux cas. 

I^ Lorsque n est impair, le nombre des termes de chaque 
partie du développement étant pair, et ceux de la partie réelle 
ayant, quand ils sont à égale distance des extrêmes, le même 
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coefficient avec des signes contraires, se détruisent, puisque 
cos — mz = cos mz. Cette partie réelle est donc nulle. Il n'en 
est pas de même de la partie imaginaire; les termes placés à 
égale distance des extrêmes s'ajoutent, parce que ceux de la 
dernière moitié changent de signe à cause de ^ 

sln — m^ = — sinmz. 

Dans ce eas, Téquation ci-desâus étant ainsi réduite à son pre- 
mier membre et à la partie imaginaire du second, deyient di- 
visible par ^ — I, et les quotients 

2»(^IIT)^* sin^"== si» nz- — sin [n — 2) z 
H — i '• sin(n — 4)-3 ^-75 ;-sm(i»— 6)z. . . 

1*2 'I*2«d 

dr- sin — (n — 2)>sij::sin — nz^ 

sont tous deux réels, puisque, n — i étant un nombre pair, 

selon que n — i est divisible seulement par 2 ou par 4- 

Ici, comme dans le numéro précédent, les termes placés à 
égale distance des extrêmes ayant la même valeur, on peut en- 
core se borner à doubler ceux de la première moitié, en s'ar- 
rêtant au dernier des arcs positifs. 

2". Quand n est pair, les termes placés à égale distance des 
extrêmes ayant le même signe, c'est la partie imaginaire qui 
s'anéantit ainsi que dans le numéro précédent, et la partie 
réelle qui subsiste, avec un terme du milieu: observant donc 
alors que ( ^— i )" = qp i , et supprimant un facteur 2 dans cha- 
que membre, on peut poser 

ip2"-'sinz"=cos/iz cos(n — ^)z 

H — ^ ^cosfn — i)z — etc., 

1.2 

pourvu qu'on ail soin* de s'arrêter au terme où Tare est nul, et 
de ne prendre que la moitié du coefficient. 
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Par cette formule, et en changeant tous les signes lorsque 
celui du premier membre est — , on trouvera sans peine les 
valeurs contenues dans la table suivante : 
sinz= sïnz, 
a sinz»= — cosaz+ 1 , 
4 sinz*== — sin 3:s + 3 sinz, 
: 8sin^*= cos4'' — ^cosuz-h^, 
i6sinz*= sinSz — 5sin32+ losinz, 
3iis\nz^= — cos6z+6cos4^ — i5cos2z-|- 10, 
64sina'= — sin7z-t-7 sinSz — 21 sin3z + 35sinz9 
etc. (*). 

221. Maintenant, soit à intégrer la différentielle fdz cosz*; 
on tirera d'abord des formules du n? 219, 

1,1 3 

COSZ*= 5 C0S4^ -H - C0S2Z -h 5» 
O 2 O 

et l'on aura 

/dzcosz*=g^2COs4^4--/dzcos2z4-g/dz 

=:z— sln^z -H j sin2z 4- -^4- const. 

Cet exemple montre assez comment il faudrait opérer sur 
tous ceux qui pourraient s'offrir. 

222. Les formules _ 

^ V^ g-l <^— I 

sin z = -= — r-, 

2V 1 

cos;î = (187), 

changeant les fonctions de sinus et de cosinus eh exponen- 
tielles, ramènent l'intégration des unes à celle des autres. 

On peut aussi changer la différentielle d^ sin 2" cosz» en une 
autre qui soit comprise dans les différentielles binômes : il 

(*) Dans les formules ci-dessus^ je me suis borné à considérer n comme en- 
tier, ce cas étant le seul nécessaire pour le plus grand nombre des applications : 
tfojes sur les autres la note C à la tin de Touvrage. 



!x66 TRAITÉ ÉLÉMEUTAIRB 

suffit de faire sin^s =r x, d*oii il résulte 

«^^ (36); • 
yi — X' 

et Ton obtient ensuite 

/dzsinz"cosz" = /a:*dj:(i — x') ' • 
Cette dernière expression s'intègre d'abord quel que soit m, 
lorsque n est impair, puisque est un entier. Quand n 

est pair, > revient à ±: i » i étant un entier, et Tem- 

2 2 

ploi, soit de la formule (B) (195), soit de la formule (D) (106), 
ramène à 

fx-dx(i-x^)'^=: f^0^, 

qui s'obtient quand m est un entier (197, 198). 
^ Dans tous les autres cas, on réduira l'intégrale proposée à 
celle de la différentielle analogue la plusk* simple. 

Il est visible qu'on peut transformer de la même manière les 
différentielles contenant les autres lignes trigonométriques. 

223. Avant d'aller plus loin, il est à propos de remarquer 
que si l'un des exposants m, n est impair, l'intégrale 
/dzsinz"cosj5» se ramène sur-le-champ aux fonctions algé- 
briques entières, en observant que 

/ dz sin -sv+' cosz" = / dz sin;s . cosz" (sin z^)Py 
/ dz sinz'»cos*'^' =/dz cosz.sinz'"(cosz')?. 



que 
que 



(sinz*)/' = (i — cosz*)/', (co3z»)«=:(i — sinz»)y. 



dzsinz= — d.cosz, dzcosz = d.sinz, 

et faisant cosz = c<, puis sinz = i«, on arrive à 

— /M-di/(i— M»)^ /a*dM(i — «»)^, 

intégrales qui s'obtiennent en développant les puissances en- 
tières de I — M^ 
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234. Les formules (A), (B), (C) et (D) des n~ 19b, 195, 196, 
pourraient être facilement transformées par rapport à la diffé- 
rentielle d^ sinz*cosz"(222); mais on parvient immédiate- 
ment aux mêmes résultats, en décomposant en facteurs cette 
différentielle. 

Si on la met d'abord sous la forme ûz sinscos«".sin2*~*, le 
premier facteur dz sinz cosjb" pouvant, à cause que 
d^ sinz = — d • cos z, s'intégrer, on trouve 

J'dzBin^cosz"=/d-5 sin-5 cos>s" sinz"^' 



cosz»+* sinz"-' H — - fdz cosz'^^ sinz* 



n-t-ï 

et parce que cos zr*^ = cosz^.cosz* = cosz" (i — sinz»), on ob^ 
tient 

fdz cosz"^»sinz"^»=/dz cosz-sinz*-»— /dz cosz" sinz". 

Substituant dans la première équation, et prenant la valeur de 
/(izsinz"cosz% il en résultera (A) 

CA^ * m - sinz"-* cos z"+^ , m — i /.. . ^, 
yazsmz"cosz'*= + ^/dzsmz"^*cosz". 

225. On peut construire de même la formule propre à di-^ 
minuer l'exposant de cosz; mais elle se déduit immédiate- 
ment de la précédente, en posant 

z = i» — jr, d'où dz = — dy, sinz = cosj, cosz = sinj. 

Par ce moyen, et en y changeant tous les signes, la formule (A) 
devient 

/d/cos/" sinj» = ^^^"^^^^ + ^^/^^^^^«^^ ^'"«^ '• 

et maintenant, si Ton remplace j par z, qu'on change m en n 
et réciproquement, on aura la formule (B) 

rj . - . sinz"+'cosz"-» . /i — I >,. 
/dz smz" cosz» = jdz smz" cosz"-\ 

226. Comme leurs analogues pour les différentielles bi- 
nômes, ces formules doivent être renversées lorsque l'expo- 
sant qu'on se propotse de réduire est négatif (196). 
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En prenant dans la formule (A) la valeur de Tintégralé du 
second membre, on obtient 

/.j . «_• . sinz*-*cosz"+' m-h/i y.. . . 

fAz sin^*-*cos-8» = 1 /dz smz"cos-8"; 

si Ton change ensuite m en — m + 2» et qu'on passe les 
puissances négatives au dénominateur, il viendra la fo^ 
mule (C) - 

/ dzcos^» cos^"+' m — n — 2 r dzcosz" 

sinz* "" (m — ijsin-s"»-' m — i j sin^"^*' 

En opérant de même sur la formule (B), on en déduit la for- 
mule (D) 

/ dzsinz* sinz"^' n — m — 2 r àzsinz" 

cos^» {n — i)cosz»-' n — i J cos-s"^' ' 

227. Voyons maintenant l'usage de ces qtiatre formules. 
Si Ton applique, par exemple, à/d;s sin>8* cosz% la première, 
elle donnera d'abord 

/dzsinz* cosz»== — ?îH^5!£!4-|/dzsini5»cosz» ; 

puis 

/.. . , ^ sin^cos-s* I /.. , 

/dzsmz^cosz»= y h7/d2COSZ». 

Employant ensuite la seconde, en y faisant iw = o, w = 2, on 
trouvera 

T^^^^o^a sinzcosz . I -, sin-zcos^ , z 

/a-3cos-3' = — fdz=z h — 

^ 2 2*^ 2 2 

Enfin, remontant de ces valeurs à celle de l'intégrale proposée, 
il viendra 

/d z- sin z* cos z^ = — ^ sin z* cos z* — ^^ sin z cos z' 

3.I.I . 3. 1 .1 

■ siïïz cosz H-^— 7 — z 4- const. 



b.4.2 0.4'2 

On voit bien, par cet exemple, comment l'emploi répété des 
formules (A) et (B) fait trouver /d ^ sin z"» cos 2", lorsque 
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les exposants mein sont entiers et positifs. La première con- 
duit à fdzsinzcosz", quand l'exposant m est impair; et 
comme dzsinz = — d.cosz, Tintégration qui reste à faire 
s'effectue tout de suite (223). 

Si l'exposant m est pair, on arrive à /dz cosz*, et la for- 
mule (B), en y faisant m=o, mène à /d«cosz==:sin^, 
quand n est impair, et à fdz=:z, quand le contraire a 
lieu. 

Si les exposants m ein étaient égaux, mais de signes con- 
traires, les formules (A) et (B) ne pourraient plus servir, à 
cause de Tévanouissement de leur dénominateur m-hn. Pour 
éviter cet inconvénient, il sufBt de commencer par r^uire 
celui des deux exposants qui est négatif. 

La formule (C), appliquée d'abord à I — : — ^, conduit à 

J sm-s"* 

^dzcosz" , ^. . , ... 

) ou a /dzcosz", selon que m est impair ou 



sinz 



/ 

pair. La formule (B), appliquée ensuite à / — r- — * con- 

, . , rdzcosz /*d.sinz ... , . 

duit a I — : = I —, = l.sinz-hco/w/., si n estim- 

J sinz J smz * 

pair, et à / -: — » dans le cas contraire. Ce dernier résultat 
■^ ' J smz 

n'étant pas compris dans les différentielles intégrées précédem- 
ment, doit être mis à part. 

Avec les formules (D) et (A), on passe de I ^j à 

I 9 quand m est pair et n impair. 

Enfin, si m et /i sont tous deux négatifs et impairs, la 
formule (C) conduit d'abord à 

/ 6z cosz~* Alzsinz^* 
sinz J cosz» 

intégrale que la formule (D) ramène à 

/ dzs'in z-' __ r_ 
cosz J sir 



dz 



sinzcosz 
nouveau résultat qu'il faut aussi traiter en particulier. 
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328. Je vais en conséquence m'occuper» dans cet article, de 
Tintégration des trois différentielles • • ' 

6z dz dz 



-, 9 



sinz cosz sinz cosz 

en commençant par la dernière. 
Si Ton divise ses deux termes par cosz*, elle devient 

Az 
cosz* d.tangg 



sinz tangj 
cosz 



(3*), 



et il en résulte 

Az 



h 



smzcosz 



= \ .Vàïkgz -h const. 



En posant ' J3 = 2 J3% et mettant pour sin2z' sa valeur 
asinz'cosz' (Trig., ii), on obtient 

dz' 



j s\nz J si 



- = 1 . tangy -H const., 



d'après ce qu'on vient de voir : donc 



/i 



= l.tang- z 4- const. 



^ smz " 2 

Changeant ensuite JB en i^ — x* H^^ci** 



/— ^=— r-r^=== — l.tang-r-f-coiM/. 
cosz J smj ° 2*^ 



* = — l.tang- (i^ — z)--\-const., 

ce qu'on peut transformer en 1. cot- (i^ — z) -f- const., parce 

que l.cota= — l tanga [Trig., g). 

On voit donc que l'intégrale fdz sinz" cosz» s'obtient toutes 
les fois que les exposants m et n sont des nombres entiers» soit 
positifs, soit négatifs; il n'en est pas de même quand ces expo- 
sants sont fractionnaires. Il faut avoir recours aux séries, ex- 
cepté dans un petit nombre de cas où l'intégration se présente 
d'elle-même. 
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Ce qui précède m'a paru sunisant pour donner une idée des 
diverses méthodes du Calcul intégral des fonctions explicites 
d'une seule variable. On voit qu'après un petit nombre de dif- 
férentielles qui s'intègrent exactement, on est réduit à simpli- 
fier les autres de manière à les faire dépendre de quelques cas 
particuliers (193 — 200, 207 — 212, 224 — 227), dont on cal- 
cule ensuite la valeur par approximation, ou pour lesquelles 
on construit des tables comme celles des logarithmes et des 
sinus. Ces cas particuliers, tant qu'ils sont irréductibles, con- 
stituent des transcendantes distinctes (*). 

Métliode générale pour okteiiir les valeiuni approchées 
des iQtéfrtles. 

229. Le développement des intégrales en séries ne conduit 
à une approximation que dans le cas où les séries qu'on ob- 
tient sont convergentes, ce qui n'arrive pas toujours ; c'est 
pourquoi les Analystes ont cherché les moyens de parvenir à 
des valeurs approchées des intégrales, quelles que soient les 
fonctions différentielles proposées. Le théorème de Taylor 
mène d'une manière très-simple aux formules qu'Euler a con- 
struites pour cet objet; mais avant d'y parvenir, je ferai con- 
naître quelques dénominations relatives aux divers points de, 
vue sous lesquels on envisage les intégrales. 

La nécessité' d'ajouter une constante arbitraire à une inté- 
grale, pour lui donner toute la généralité qu'elle comporte, 
fait voir que ces fonctions sont doublement indéterminées, 
puisqu'il ne suffit pas, pour assigner leurs valeurs, d'en attri- 
buer une à la variable dont elles dépendent, mais qu'il Tant 
encore déterminer leur constante, qui est susceptible de toutes 
les valeurs possibles. On détermine ordinairement celte con- 
stante, en assujettissant l'intégrale à s'évanouir pour une valeur 
donnée de x. On en a déjà vu plusieurs exemples (187, 202, 
203], et cela revient en général à ce qui suit. 

Si /Xdj: = f (j?) 4- C, f (^) désignant la fonction variable 
déduite immédiatement du procédé de l'intégratioxi* G la con- 

' ' ' ' ~— ^»^— 11^— ^— ■■» » ■ » llll ■■! I I 

(*) Vojres la note D à la fin de rouyrage. 
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stante arbitraire, et que l'intégrale doive s'évanouir pour une 
yaleur ar = a, on pose Téquation f («)-+- C = o, de laquelle 

on tire 

C=: — f(a) et /Xd^ = f (^) — f{a). 

Sous cette forme, l'intégrale fXdx n'est plus que la diffé- 
rence entre la valeur que prend f (x) lorsque a:= a, et celle 
qu'elle acquiert pour toute autre valeur de la même variable. 
Pour xz=b, par exemple, il vient 

/Xd^=f(i) — f (a). 

II est à propos de remarquer que ce résultat s'obtient immé- 
diatement, sans qu'il soit besoin de déterminei; la constante, 
et seulement en prenant la différence des résultats qui corres- 
pondent aux valeurs x=:a et j? = 6, lesquels sont f (a) +C 
etf(A)-t-Ç. 

La valeur x = a, pour laquelle l'intégrale s'évanouit, en est 
l'origine; et l'on dit alors que l'intégrale doit commencer 
lorsque x = a. La valeur à laquelle on s'arrête, répondant à 
a; = 6, on dit en conséquence que l'intégrale est complète 
lorsque x = b. 

Les deux valeurs x=^a et ar = 6 sont désignées en com- 
mun sous le nom de limites de l'intégrale. 
' Toute intégrale qu'on énonce sans fixer son origine ou sans 
indiquer ses limites, se nomme intégrale indéfinie, et doit, 
pour être complète, renfermer une constante arbitraire. 

Lorsqu'on assigne ces limites, l'intégrale est définie. Si elles 
sont J7 == a et a: = fe, par exemple, on dit alors que l'intégrale 
fXdx doit être prise depuis x = a jusqu'à x = b ; et cela 
s'effectue en calculant successivement ce que devient l'expres- 
sion variable de l'intégrale lorsque x = a, puis lorsque x = b, 
et en retranchant le premier résultat du second. Dans ce cas, 
il est inutile d'écrire à la suite de l'intégrale la constante arbi- 
traire, puisqu'elle disparaîtrait par la soustraction. 

Pour indiquer l'intégrale définie prise entre les limites 

a et 6, Euler écrivait / Xdar | 31 a ' notation à laquelle 
Fourier a substitué / Kdx, ce qui est plus simple; et en 
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conséquence lorsque /Xdjc = f (x), il en .résulte 



r 



XAx = t{b) — î{a). 



11 suit de là que» si a, 6, c sont trois valeurs de x, rangées 
par ordre de grandeur, on aura 

Xd:r= / Xd^4- / Xd:p, 

Ja Jk 

puisque 

• f(c)-f(a)=f(i)-f(a) + f(c)-f(6)5 , 

c'esl-à-dire qu'en prenant la somme des intégrales définies cor-^ 
respondantes aux intervalles consécutifis b — a, c — by on forme 
celle qui répond à la somme c — a de ces intervalles. Il est im- 
portant de se familiari^r avec ces expressions, qui reviennent 
souvent, et que les considérations que je vais exposer rendront 
encore plus significatives. 

230. Le théorème de Taylor, 

drA . d=»r /i* d>r k^ 
y=r-l-x ^'T^, i-T^ r-f-eic, 

ne peut déterminer la valeur de y, correspondante à x -+- A, 
lorsqu'on ne connaît que les coefficients différentiels ^e /, 
même à partir du premier ordre; il faut encore avoir la.valeur 
primitive y. Lorsqu'elle est indéterminée, elle représente une 
constante arbitraire; mais il n'en est pas ainsi de la différence 
entre cette valeur et celle tle^, puisque 



. drh d^r A» d'r A» 



f-etc* 



d:r I d^*i.2 do:* 1.2.3 
Si donc on fait / Xd jt = /, on aura 

IZ" — ic d»j_dX d»r_^d»X 

les coefficients différentiels se déduiront tous de la fonction 
donnée X, et il viendra 

. Y A dX A» d»X A« 

y^_^~X«H--- h:r-î 5 -H etc. 

•^ I dx 1.2 djç* i.a.3 

6* éd. 1. i8 
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Pour tirer de cette formule la valeur defXdx, depuis x=a 
jusqu'à ^ = 6, il suffira de prendre A = * — «, et de remplacer 
X par a, dans la fonction X et ses coefBcients différentiels, que 
je représenterai alors par A, A', A'', etc.; on trouvera 

r*Xd:r = Ai*:z£) +A' 1*=£IV A'i*=l-«)-H- etc. 

Ja 1 1.2 1.2.3 

Cette série est, en général, d'autant plus convergente, que 
l'intervalle b — a est plus petit; mais lorsqu'il a une valeur trop 
considérable, on le partage en un nombre de parties assez grand 
pour former des intervalles suffisamment petits» et Ton calcule 
à ps|rt )a valeur de l'intégrale relative à chacun de ces inter- 
valles. Je suppose que la différence 6 — a soit divisée en n par- 
les égales à a, et que les quantôtés A, A', A^, etc., se changent 
respectivement en Ai, A',, A', etc., A», A',, A', etc., lorsqu'on 
y meta + a, a -{-a a, etc., au lieu de a; on aura, entre a ei 

a -h a, 

Aa . A'a> A' a» 



^ ç-hetc. 



I 1.2 1.2.3 

entre a -h « et a -t- 2 a, 

A, a A', a» A' a» 

I 1.2 1.2.3 

entre a-h^o^ eta-h3a 

A, a A, a» a; a» 

I 1.2 1.2.3 

etc.; 

et la somme de toutes ces séries, dont le nombre est », com- 
posera la valeur totale de 1 Xd^?, qui sera par conséquent 

y(A-hA.-hA,-h...^-A,^,) 

(i) jr\d.=|^-7^(^'-^^.-^^'-^--^^'-.) 



a* 



1.2. 

etc. 
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S31. C'est en passant de la valeur de x eorrespondante à x, 
k la valeur de y correspondante ix-^h, qu'on a ocmstroit la 
formule précédente» qui représente la différence de ces d^x 
valeurs; mais on peutauasi obtenir cette différencci en rétro- 
gradant dexkx — Ay au moyen de la formule 

dans laquelle y, répond à x^ — A» et qui donne 

ûy h d«r A* _^ d*r A* . 

^~^'~3iT~dl?7:î"^dîî7X3~^^^' 

Pour appliquer cette dernière à i Xd«» il ftut, dans X et 

dans ses coefficients différentiels, changer x eni; et si^pp^ 
sam qu'on en tire les quantités B, B', B*", etc., on trouvera 

r*xd.=gi^=^-»^(»--)v»^(*--)^-etc> 

X 1 la 1.2.3 

I«orsq«k>n partage Tintervalle b — a en n parties égales à a, 
on obtient par la formule ci-dessus, entre les limites a -4* « et a. 

Al a a; a* A' a* 

--^ U^H 1— - — etc., 

I i.a 1.2.3 

entre «H-aa et a-h«, 

I 1.2 l.2»3 

entre tf-|-3a eta + aa, 

I 1.2 1.2.3 

séries pareillement en nombre n, et dont la somme donne 

Y (A.H- A,-h A, -H H A,) 



l— Me. 

i8. 
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232. Chacune de ces deux formules peut être appliquée en 
particulier; mais leur comparaison fait découvrir les limites de 
Tapproximation qu'elles donnent. 

Pour établir cette comparaison, il faut d'abord observer que 
dans une série de la forme 

. Ma-f.Na^-|-Pa*-f-etC., 

dont aucun des coefficients M, N, F, etc., ne devient infini, où 
Ton peut supposer a aussi petit qu'on voudra, et rendre par 
conséquent un terme quelconque supérieur à la somme de tous 
ceux qui le suivent (62), Terreur que Ton commet alors, en se 
bornant à un nombre limité des premiers termes, est d'un signe 
contraire à celui du premier des termes qu'on néglige, c'est- 
à-dire que le résultat péchera par défaut si ce terme est posi- 
tif, et par excès s'il est négatif. 

Il résulte de là que, si les valeurs de la fonction X vont en 
croissant de x = a k xzi^b^ei qu'on se borne dans chaque 
forfnule aux termes multipliés par a seulement, la première 
formule sera en défaut, et la seconde en excès; car si la série 

A, At, Aj, etc., 

est croissante, toutes les valeurs correspondantes 

A , A,, A,, etc., 

du coefficient différentiel -r— seront positives (62); ainsi les 

termes affectés de <x} seront positifs dans la première formule, 
et négatifs dans la seconde : on aura donc 

j Xdx>a(A-|-A,H-A,-h...-hA„_,) 
et 

< a ( A.-h Aa-h As-h. . . -f- A.). 

De plus, la différence a (A» — A) de ces deux quantités devien- 
dra d'autant moindre, qu'on prendra a plus petit, cequi s'effec- 
tue en augmentant le nonibre n, sans changer A et A», qui ré- 
pondent aux limites €tetb assignées à x. 
Il suit de là que chacune des deux sommes entre lesquelles 
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•est eoukpnse fXAx, approchera aussi près qu'on le voudra de 
ia yraie valeur de cette intégrale» qui, par cette raison, peut 
être considérée comme une somme de difTérentielles, puisque 
Jes produits A a. Ai a, etc., ne sont que les valeurs de Xd:r cor- 
respondantes à xi=ia,z=ia-hoLy etc., et dans lesquelles a a 
pris la place de dx. 

Cette conclusion, qui sera bientôt vérifiée par les considé- 
Irations géométriques (236), suppose, comme on voit, que les 

fonctions X et -r— ne changent pas de signe, et ne deviennent 

pas infinies entre les limites x = a, x = b, ce qu'on peut tou-^ 
jours obtenir en séparant les parties de l'intégrale dans les* 
quelles Tune de ces circonstances aurait lieu (*). 

Il est évident aussi que Tordre des limites de f\dx serait 
inverse, si les valeurs de X allaient en décroissant; la première 
ligne de la formule (I) serait en excès, celle de la formule (II) 
en défaut* 

233. Les mêmes remarques peuvent être étendues aux ter- 
mes affectés des puissances de a supérieures à la première : il 
en résulte, comme cî-dessus, que quand deux lignes corres- 
pondantes dans chaque formule ont des signes contraires, la 



(*) Les formules précédentes sont souvent écrites dans la notation indiquée 
sur ia page 271 ; ayant posé /Xd* = f (*), 4*où il suit X == '^^ » qu'on 
désigne par f (x), il vient 

A=:f'(a), A, = f'(fl-t-a),..., A^= f'(a -+- n«) = i' (t), 

f Xdx = f(&) — f(a}estlir limite dont l'expression 

a I f ' (a) -^ f (a 4- a ) -4-. . .-^ f [a-i-'Cn — i) «] I 
s'approche de plus en plus , à mesure que le nombre n augmente et que a, qui 

est ■ > diminue. 

Il 

Si Ton ne voulait qu'établir cette relation , on pourrait substituera la série de 
Jaylojr l'expression qui termine le n^ G^ 
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somme de délies qui les précèdent est en.eicès dans l'une ûé^ 
formules» et en défaut dins l'autre, et que^ par tconaéqueni, M 
l'on ignore» eommè eela arrive presque toujours» là quantité 
de Teireur» il sera convenable de prendre lé milieu entre les 
deux résultats. Si Ton opère immédiatement sur leâ deut Tol^ 
mules» il viendra 

* j A,4- A,-h A,-H* . . -HArt-.,4- ^ (A H- A„)J 
iH-^.i(A'— A'J 

(ni) f\é.J '"^f a:-ha;4-v.^-...i 

•*« j-^TX3 [4-AV.-hi(A-4- a:) J 

.— fil-,.i(À--A:) 
1.2.3.4 2 

.etc.(*). 

284. Ce qu'on a vu dans le n<* 232 fournit» pour les valeurs 
des intégrales» des limites moins resserrées, mais qui» néan- 
moins» peuvent être très-utiles. 

Si l'on désigne par M la plus grande valeur de X, par m la 
jdus petite» dans Tintervaile dea: = akx=:b, qu'on substitue 
m au lieu de A» Ai, etc.» dans la première des expressions des 
Ifmites de /Xd^r» et M dans la seconde» on obtiendra 

Xdj:>wam et <i»aM» 



r 



ou 

y>(b — a)m et <(ft — a)M» 

puisque it0Î = fr --: a (230), 

On voit par là quHl existe entre m et M une valeur de f* telle, 
que 

^ Xda; = (6— «)«*(**). 



r 



(») Ces formules sont élégantes et simples, mais comme elles ne sont pas 
tonjouTS les plus commodes dansVapplication, on en trouToni par la suite Ç4Xk^, 
410) des trftnsfotmâtions qui rempliront mieux ce but. 

(*") La valeur de x qui donne X = /*, étant intermédiaire entre « ei b, peut 
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S'il s'agissait d'obtenir /XQdx, et qu'on sût intégrer Qd x, 
comme entre les limites de or, on aurait 

XQd:r>mQd^, XQda:<MQdar, 

pour toutes les valeurs de X autres que m ou M, la même su- 
bordination existerait entre les intégrales, et il viendrait 

/XQd:r>m/Qd:r, /XQd:r<M/Qd^, 

où il n'y aurait plus qu'à mettre pour /Qdx sa valeur entre 
les limites j? = a et x ±= 6. 

23S. La considération des courbes conduit aussi d'une ma- 
nière très-simple aux principales conséquences établies dans 
les articles précédents. 

fXûx exprimant l'aire du segment d'une courbe dont l'or- 
donnée est X (65), si BGZ (Jlg. 4i) représente cette courbe, 
que l'origine des abscisses soit en A, et que X = PM, l'expres- 
sion Xdx sera aussi bien la différentielle des segments BMP» 
D£MP, que du segment ACMP qui commence à l'origine ; ainsi, 
l'ordonnée qui borne le segment de ce côté sera absolument 
indéterminée. L'ordonnée PM qui forme l'autre limite l'est pa- 
reillement, tant qu'on n'assigne aucune valeur à l'abscisse AP; 
mais lorsqu'on aura fixé les abscisses de la première et de la 
dernière ordonnée, le segment sera tout à fait déterminé. 

Si la partie variable de l'intégrale fXix = f (a?) -hC s'éva- 
nouit d'elle-mêmQ au point B, cette fonctioif exprime immé- 
diatement les aires BCA, BED, BBfP; alors si Ton veut faire 
partir les segments dé l'ordonnée AC, il faut retrancher de ces 
aires l'espace BCA. Cet espace rëprésetite la constante» déter» 
minée pour que la quantité f ( jp) + G s^évanouisse au point A ; 
mais en considérant à la fois les deux limites d^ia segment, il 



se représenter par a-i-9(ft — a), 6 désignant une quantité comprise entre a 
et 1; et si l'on écrit f (x) au lieu de X, on aura 

f dxf(x) = (6-«)f[a-+.tf(6-a>}^ 
Oipression (^uç Vqn renjsoutve quelquefois.. 
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est inutile de s*occuper de la constante; car, soit que l'on 
compte les aires à partir du point B ou du point A, sur Taxe 
des abscisses, le segment DEMP, par exemple, s'obtiendra éga- 
lement par la différence des segments BMP, BED, ou par celle 
des segments ACMP et ACED. 

236. L'inspection de la figure montre que l'aire du seg- 
ment d'une courbe quelconque est toujours comprise entre la 
somme d'une suite de rectangles inscrits PR, P' R', P" R'', etc., 
et celle d'une suite de rectangles circonscrits P'S, P''S', 
P^'S", etc., les premiers construits sur la plus petite or- 
donnée de chacun des trapèzes curvilignes PM', P'M'', 
P'^M'", etc., et les seconds, sur la plus grande; on prouve, de 
plus, que ces deux suites peuvent approcher l'une de l'autre 
aussi près qu'on voudra. 

En effet, le rectangle MRQN est évidemment égal à la somme 
des rectangles, 

MRM'S, M'R'M^S', ]VrR''M'S^ 

qui forment la différence entre les polygones 

PMRM' R' M" R" P'*, PSM' S' M" S" M'^ P"^, 

l'un inscrit et l'autre circonscrit au segment PMM'M"M'*P*'; 
mais ce rectangle MRQN a pour hauteur la différence MN, 
entre les deux ordonnées extrêmes PM et P'*'M'*, qui ne change 
point, tant que Tintervalle PP*' demeure le même, tandis que 
la base MR=:PP' peut être rendue aussi petite qu'on voudra, 
en multipliant les ordonnées intermédiaires: le rectangle peut 
donc lui-même devenir aussi petit qu'on vaudra. 

Il suit de là que le polygone inscrit et le polygone circon- 
scrit peuvent approcher du segment aussi près qu'on le vou- 
dra (*). 



(*) Ce principe, qui sert de fondement à la quadrature des courbes, peut 
être considéré comme Tinverse de celui qui donne les tangentes (^8) : par ce 
dernier on descend des variables à leurs accroissements, et par le premier on 
remonte des accroissements aux variables. Il est à remarquer que le fond du 
raisonnement, emDloyé souvent dans les livres élémentaires, lire son origine du 
Traité dis Conoïdes et des Sphéroïdes, d'Arehimcde, prop. XXI. 
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Cela posé, si l'on prend 

AP = a, PF=P'P^=:P^P^=elc. = a, 
on aura 

PM = A, P'M' = A., P''M*'=A,, P*'M''=A„ etc., 
la somme des rectangles inscrits sera 

(i) Aa-HAi«-HA,«-f-.. .-4* A»-ia, 

celle des rectangles circonscrits 

(2) Aia-h A,a-|- AjŒ-i-. . .-f- A««, 

et ces deux spmmes pourront donner l'aire du- segment 
PMM'M^M^P*, avec autant d'approximation qu'on le voudra, 
ce qui confirme la conclusion tirée, n? 232, du principe de la 
convergence des séries. 

On voit encore par là comment l'intégrale fXdx peut être 
prise pour une somme d'éléments, puisque, représentant l'aire 
d'un segment de courbe, elle est la limite de la somme des 
rectangles 

A a, Al a, As a, etc., 

qui sont les accroissements des aires des polygones inscrit et 
circonscrit au segment (note de la page 198). 

Dans la figure, où les ordonnées vont toujours en croissant, 
les rectangles inscrits sont formés sur la première ordonnée de 
chaque trapèze curviligne, et les rectangles circonscrits sur la 
dernière; mais si elles passaient par un nuuvimufn, comme 
dans \^Jlg* 4^9 îl i^'^n serait ainsi que dans la partie CM'% anté- 
rieure à ce maximum^ et le contraire aurait lieu dans la partie 
postérieure M'^Z : alors la série (i), d'abord moindre que 
l'espace curviligne, deviendrait plus grande, et la série (a), 
d'abord plus grande que cet espace, deviendrait plus petite. 

237. On approchera davantage de la vraie valeur du segment 
de la courbe proposée, en prenant, au lieu des rectangles in- 
scrits et circonscrits, la somme des trapèzes terminés par les 
cordes des arcs MM', M'M", M^'M'', etc. 

Ces trapèzes ayant tous même hauteur, PP^, et chaque or- 
donnée, excepté la première et la dernière^ étant commune à 
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deux trapèzes, leur somme sera précisément égale à la série 

arA.-4-À,-i-A,H-...-HA«^.-h^(A-f-A„) j, 

qui tient le milieu entre les séries (i) et (2], et qui est la pre- 
mière ligne de la formule (III) (233) (*). 

Enfin, il est évident, par la Jig. 43, (Jue l'airé curviligne 
PMNQ est < que le rectangle QE et >• que le rectangle PF, 
construits, Tun sur la plus grande, et l'autre sur la plus petite 
des ordonnées comprises entre les limites AP et ÂQ de ce seg- 
ment, ce qui s'adbordë avec le n** 234. 

238. L'emploi de la formule (III) du n° 285 peut présenter 
quelqtieé difficultés. Elle ne saurait servir lorsque la fonction X 
devient infinie; et aux environs des vdeurs de x qui amènent 
cette circonstance, il ne suffît pas de diminuer Fintervalle a, 
ou dé rôssei'rer les ordonnées, pour compenser l'effet de Ifeur 
rapide adcroîssénietit i il faut encore avoir recours à des trans- 
formations convenables. 

Soit, par exemple, X = ^ il est d'abord évident que 

VI — ^ 

lonsque ir approche de l'unité, un très-petit changement dans 

la valeur de cette variable en produit un très-grand dans celle 

de X. Si donc on demandait l'intégrale /■ depuis j7=o 

J)/i — ^ 
jusqu'à xzzzt-^d, i étant une petite quantité, il faudrait^ vers 
la dernière limite, multiplier beaucoup lesi valeurs intermé- 
diaires données à a:. De plus, la même intégrale ne peut se 
(calculer immédiatement jusqu'à â; =: 1 , car alors X devient in- 
fini, sans que pourtant la valeur de /Xdor le soil, puisque 



h 



: = — 2 yi— If -4- const. 



Cette difficulté tient à ce que, dans l'intégration, le facteur 



(*) On pourrait, aux polygones reotiUgnes, substituer un polygone formé 
d'arcs de courbes d'une nature plus simple que la proposée , et s'en approchant 
plus que ne peuvent faire des lignes droites; c*est à cela que reviennent an fond 
les formules (1 ) et (11). Ycires le Traité in-4®, tome il, page i4o- 
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(i — x)^ passe du dénominateur au numérateur; et elle aura 

V 
lieu, en général, lorsque X sera de la forme ^ et qu'on 

(a — ^)? . 
aura p<C9* P^^i* 1<^ lever» on fera a — irâé:zfy ce {{ul don- 
nera 

quantité qui ne deviendra plus infinie quand x = a ou z = o, 
si la fonction V reste Unie dans cette circonstance. On calcu- 
lera donc alors l'intégrale /Yz^p^^Az^ depuis z = o jusqu'à 
z = d, d étant une quantité assez petite, et l'on aura ainsi la 

/\ dx 
'-^ j correspondante à l'intelrvalle 
[a — xf^ 
compris entre x = a et x = a — d*. 

/V ûx 
^depuis xtsxa 
[a — x)i 
jusqu'à x = a'-^è, en faisant seulement j:=a — z; pbrce 
quQ la petitesse de la variable z, renfermée entre les limites 
très-étroites o et d, permet de simplifier beaucoup le coefli- 

/• x^ Ax 
' , ■ 9 la 

^a* — x* 

dUTérentielle à intégrer après la transformation indiquée serait 

-^(a — z)*âz — (^» — a g^ + z*) éz 

En réduisant la fraction 

a* — ^az-^-z* 

^4 «' — 6a*z H- 4 «-2* — -2» 

en série ordonnée suivant les puissances de z, et en s'arrêtant 
au carré de cette variable, on aurait enfin 

Ce résultat, qui s'évanouit lorsque ^z = o, donnera, par la sub- 
stitution de d à z» la valeur de l'intégrale cherchée, depuis 
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,a:'=.a jusqu'à jt = a — ^. Le reste de celle intégrale pourra 
se calculer par le moyen de la série du n*» 233, 



J ' X 



239. L'intégrale / --^ ne pouvant s'obtenir par la ré- 

.dûction de e * en série que pour le cas où a: jâerait très-grand, 
je vais monlrer comment Euler en a calculé la valeur depuis 
a: = o jusqu'à x = i, au moyen de la formule du n**233. 
On peut d'abord changer 

/e 'dx ï e ' dx ~~i /• ""« j 

-' en MX — = e x-^fe dx. 
X J x^ J ' 

I 

dont la partie e ^ x s'évanouit lorsque j; = o, et devient e-' 

quand x^=z\. 

I 

Il reste à trouver Je "^ dx^ pour laquelle 

v_~î dX_-;i d^X -î/i 2\ • 

dx x^ dx^ \x^ x^j 

• ■ ■ 

d'X -\tx 6 ,6 \ ■ 

expressions qui s'évanouissent quand j; = o, et. d'où il résulte 
que A, A% A'', etc., sont nuls (*)• . 



( '^ ) Ceci a besoin d'une explication. Un terme quelconque des expressions 

précédentes, étant représenté par ke ' x""*, devient A*e""* «" = Arc*"*'*^ ', lors- 
qu'on fait -= 2; or, à mesure que x diminue, s croit, et de plus en plusrapî^ 

X 

dément par rapport à I2 (99) : Vexposant •— «H- m\z (end donc vers TinGni 
négatif, lorsque m n'est pas comparable à «. Mais le nombre m\ qui dépend de 
cdlui des difiërentiations , n'ayant aucune limite, on peut en concevoir des va- 
leurs telles, que m\z égale % puis le surpasse autant qu'on voudra, quel qu'il 
^oit; alors l'exposant — - r-i- m ]« j)assera du négatif au positif, et augmentera 

bans cesse; ainsi les coefficientB différentiels de la fonction e '^ ne s'évunouis- 
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Si Ton met ensuite a, 2a, Sa, etc., à la place dex, on ob- 
tiendra les valeurs de A„ A',, et€«, As» A',« etc., et, depuis o 
jusqu'à X = net, on aura 

re"da?=de~«4-e"^+...-he""(''-')«J 



2 I 2 1.2 n^et* 



I I 

1 g^e^j^ / 1 2 \ I g^g "^ / I 6_ 6 \ 

"^2 1.2.3 \n<g* n»gV 2 i .a. 3.4 \n«g« n^a''^ n'a') 



etc. 



Lorsqu'on veut s'arrêter à la liinite ;i? = 1, il faut faire « = -» 
Qt il vient alors 

2»e 4"^ ^l. ï 'O 
^ — Ton; — ^-^^c- 

I2ll*e 4"**^ 
En se bornant aux termes qui sont écrits, et faisant n = 10, on 



sent pas tous, lorsque jt = o : après «Yoir été nuls, ils croissent jusqu'à Tinfini. 
Cette circonstance ne nuit pas cependant à l'application indiquée dans le texte, 
parce ^ue les premiers termes de la formule (III) au0isent seuls pour donner 
une approximation de plus en plus grande (956). 
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— i ' 

Irouyera, suivant Euler, la valeur de fe ' dx, à un millio- 
nième d'unité près, et on l'aura avec una exactitude vingt Ms 
plus grande encore, si Ton prend n= 90. 

240. Le théorème de Taylor donne auss) deux développe- 
ments généraux de l'intégrale /X dor. En désignant par C la 
valeur de cette intégrale, quand x=zo, et représentant par 

A, A% A', etc., ce que deviennent alors les quantités X, j-- 9 

d>X 

■y-jy etc., on aura 

/Xdx==C + A--|-A' — -hA"-^-+-etc., 
•^ I 1.2 1.2.3 

série dans laquelle G tifqt lieu de la constante arbitraire. 

En partant de la valeur générale de/Xdj?, que je représen- 
terai par/, pour revenir à celle qui répond à jp = o, et que C 
désigne, il est évident qu'il faut faiife A 3= — x, dans la série 
de Taylor, ce qui donnera 

^ àjr X d'y x^ ËlZ — £L- 

^ «^ (\xl'^dx' i.2~d^7X3"^®^^*' 

remettant dans cette équation^ au lieu de j^, -r^> ;r-^> etc., 

U^ six 

leurs valeurs, et prenant celle de /X d^, qn aura 

/Xd^ = C + X--5^— + ^^^^_etc.: 

la quantité C est encore Ici la constante arbitraire. 

L'intégration par parties conduit aussi à ce développement. 
Efï effet, si Ton décompose la différentielle X Ax dans les deux 
fs^teurs X et ûx^ qu'on intègre le second, on aura 

fXdx = Xx—fxdX, 
puis 



J ^'d^=J d^'^*^^=4^ dï^-î J ^ dï 



«X 

etc. ; 
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mettant successivement pour /^cdX, fx^-^y etc., leurs 
valeurs, il en résultera 

et pour que l'expression de Tintégrale soit complète, i) faudra 
ajouter une constante à ce développement, qui par là devien- 
dra semblable au précédent. Cette série a été donnée pour la 
première fois par Jean BemoulU, et elle por^e son nom, comme 
celle du n® 20 porte celui de Taylor. ' 

241. Jusqu'à présent je n'ai considéré que le coefficient di^ 
férentiel du premier ordre ; mais si l'^n ne connaissait que 
celui du second ordre, il faudrait alors deux intégrations suc- 
cessives pour remonter à la fonction primitive dont il tire son 
origine. 

Soit X le coefficient différentiel du second ordre de la fonc- 

tion^; on aura -|-^,= X, et en multipliant les deux membres 

d'y* d'y 

par da:, il viendra -r-^ = Xda?: or r^ est la différentielle de 

dr 

■^ y prise en regardant d j? comme constante ; on auni donc 

-2" = / Xdor. Si P représente la fonction primitive de or, égale 

dr 
à /Xdor, et C la constante arbitraire, il viendra Ji==^"+'Cî 

multipliant ensuite les deux membres par djp, on trouvera 

d7 = PdjF-+-Cd^, 

et, en intégrait, on obtiendra 

Ç étant une seconde constante arbitraire. Si Kon remet /\Ax^ 
au lieu de P, il en résultera 

r = /d^/Xdar-+-Ca?-+-C', 

expression oix f dx / \Ax indique deux intégrations succès 
sives. 
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Je passe maintenant aux différentielles du n*otsième ordre. 
Soit X le coefficient différentiel de la fonction j, relatif à cet 
ordre. On aura 

J^=X, d'où }^=Xd^: 
d^» ax^ 

d* y d* V d* v 

nïais J^ = ^g-^5 ^^"c j^ = /Xd^ + C, ce qui donne 



!^=dar/Xd;r + Cd^. 



àx 
En intégrant une seconde fois, il viendra 



âz= 



:/d^/Xdar-4-C^H-e, 



do? 
d*oii Ton conclura 

d j= dor/ d:c/ Xdx -H C^dor-h C d^, 
et, par une troisième intégration, on aura enfin 

^=/d;r/dar/Xd^4--^'+C':r-hC". 

C 
Dans cette expression, on peut d'abord changer - en C, puis- ' 

que la constante C est arbitraire; ensuite, il faut bien observer 
que chaque signe / doit être regardé comme appliqué à tous 
ceux qui le suivent : c'est pourquoi, en faisant abstraction des 
constantes arbitraires, on indique encore plus simplement les 
ititégrations successives par la notation que voici : 

Lorsque X désigne le coefficient différentiel du second or* 
dre, on a 

d'j = XdA:«, 

et, en prenant l'intégrale de chaque membre, on trouve 

dj = /Xd^'î 

puis, en intégrant encore une fois, il vient 

X=ffXdx' = /'XdxK 

On a de même» quand X est le coefficient différentiel du troi- 
sième ordre, 

d»/- = Xd:F», 
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puis en intégrant, 

dy=/Xd^, dr=//Xda^, r=fff^i^=f'T^A^, 

et ainsi de suite pour les ordres supérieurs. 

242. On peut ramener ces expressions à des intégrales sim- 
ples, au moyen de l'intégration par parties; car, en mettant P 
au lieu de /Xdar dans f*Xia:*=fdxfXdx, il vient 

fdxfXdx=ffAx=Vx—fxiV = xfXiX'^fXxix, 

d'où 

f'XAx'znxfXix—fXxdx. 

Passant ensuite à /»Xda?»=s=/dx/*Xd«S et mettant pour 
J^Xdx^ la valeur précédente, on obtient 

/»Xdar» =/r d ^/Xd^— /d:r/Xa?da?; 

observant alors que 

fxdxfXdx=^--x^fXdx fXx^dx, 

fdxfXxdxt^xfXxdx-^fXa^dXi 
on trouve 

f*Xdx'=l(x*fXdx^!ixfXxdx-^fXx^dx), 

et continuant ainsi on forme ce tableau : 

fXdx=ifXdx, 

/»XdV= i [x/Xdjr—fXxdx], 

/*Xd:c»= — [x'fXdx—3LxfXxdx+fXx^dx], 

f*Xdx^=-^[x>fXdx—3x'JXxdx^ixJXx^dx—JXx'd^^^ 
etc. 

Les coefficients numériques de ces expressions sont les 
mêmes que ceux des puissances du binôme a — b; et tandis 
que l'exposant de x hors du signe / diminue d'une unité k 
6«éd. L 19 
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chaque terme, en allant vers la droite, son exposant sous ce 
signe augmente de la même quantité. 

On restituera les constantes arbitraires que j'ai omises dans 
ces formules, en écrivant /Xdj?-HG powr jTXdA?, JTixAx^^C 
pour fXxdx, /Xx^dx-^C pour fXx^dx, et ainsi des au- 
tres; car les constantes C, C, C", etc., étant affectées de di- 
verses puissances de x, seront irréductibles entré elles. 

2tô. Les différentielles que j'ai traitées jusqu'ici sont prises 

en regardant dx comme constante, parce que ce sont les seules 

qui ne renferment qu'un coefficient différentiel; mais lt)rs- 

qu'on fait varier en même temps dy et dx, on a (131) 

d^jr:^'q dx^-^pd^ X. Si donc <m se proposait la difféfefitiielle 

Vdx^-^Yd^x, il fau^^it qVow eûtV=p ei D^jÇ, d*o« il 

dV 
résulte 11=-— 5 et cette conditiQn étant remplie, on n'aurait 

plus qu'à intégrer f\dx. 

Cette condition ne serait pas nécessaire, si l'on particulari- 
sait la relation qu'on suppose entre x et /; ^r par son moyen 
on chasserait x,ûxQi d' x, et l'on aurait dy en ^ et d ^ seuls. 

Application da Calcul intégral à la quadrature des courbes et à 
leur reotiication , à la cpia<lrsftitre des surfaces «t à l'évaluation 
des volâmes qu'elles comprennent. 

De la quadrature des courbes. 

2kk. La quadrature des courbes se réduit à l'Intégration de 
la différentielle Xd j;, en nommant X la fonction de x, qui ex- 
prime leur ordonnée (65) : il ne s'agira donc ici que d'appli- 
quer à cell^^îi^ont les plus connues, les méthodes exposées 
précédemment pour effectuer cette intégration. 
, Les courbes dont réquaiîo(n e^ la plus simple sont Jes pa- 
raboles des divers ordres, dans lesquelles 7*=/?^; pn en 

1 m 

lire /=/?»ar», et par conséquent 

- - np^ ****** 
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Toutes ces courbes, comme on voit, sont cartables; c'est- 
à-^iire (fa'on a Texpression finie et alfiébrique de la suf face du 
segment compris entre leur arc, Taxe des abscisses et l'ordon- 
née. Il est facile, par Tèxpression de ce segment, de calculer 
celle de tout autre espace contenu entre une portion de la 
courbe el des lignes droites formant, avec les abscisses et les 
ordonnées, des polygones dont la Géométrie élémentaire donne 
la mesure; on en verra plus bas des exemples (252-25S). 

Les courbes proposées, passant par l'origine des abscisses, 
puisqu'on a en même temps or = o et j^ = o, si Ton veut avoir 
leur aire, à partir de ce point, il faut supprimer la constante 

arbitraire, parce que l'expression ^ x » s'anéantit d'elle- 
même quand on y fait x = o. Pour avoir ensuite l'aire BCMP 
[fi8'^)> comprise entre les ordonnées BC ^ PM^ correspon- 
dantes aux atedsses AB =« eft AP sr ar, il suiflfa de retrancker 

de — ^—x ■ , quî exprime Taire ACMP, la quantité — ^^—a •* 
égale à l'aire ACB, et l'on aura ainsi 

BCMP = -îî^ \/^ — a^j. 



m-Hn 



Jit4>n 



Quand l'exposant n est pair, l'expression —£—x * est sus- 
ceptible du double signe +; et comme alors la même abscisse 
AP appartient à deux branches AOf et Aem, on a deux seg- 
ments, ACMP et AcmP : celui qui renferme les ordonnées po- 
sitives a une valeur positive, et l'autre une valeur négative. 

Lorsque les exposants m et n sont impairs l'un et l'autre, 

ia quantité x~'' n'a qu'un seul signe et reste toujours positive, 
qoei que soit le signe de jr; Biais il est aisé de voir que dans 
ce cas Tune des deux branches de la courbe proposée a ses ab- 
scisses et ses ordonnées négatives en même temps : il suit 
donc de la que les aires correspondantes à des abscisses et à des 
ordonnées négatives doivent être régardées comme positives. 

'9- 
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Si n seule est impaire, alors la quantité x " devient néga'- 
tive en même temps que a; ; mais dans ce. cas les deux bran- 
ches de la courbe proposée sont du même côté de la ligne des 
abscisses, et le$ ordonnées demeurent toujours positives. 

En rapprochant ces remarques, on en conclura que l'aire 
d'une courbe est positive quand l'abscisse et l'ordonnée sont de 
même signe, et négative lorsque le contraire a lieu. 

Tous les segments paraboliques ont un rapport constant avec 
le rectangle ADMP, formé sur l'abscisse et sur Tordonhée,; car 
l'expression 



équivaut à xy, en vertu de l'équation yz=.j^ a^. 

Lorsque ii= m, la parabole devient une ligne droite, puisqu'on 

a y=^x\ le segment ACMP se change dans le triangle AMP, 
dont la valeur est, par la formule ci-dessus comme par la Géo- 
métrie élémentaire, égale à - xy. 

En faisant /t =;= 2 et m = i , on tombe sur le cas de la parabole 
ordinaire, et l'on trouve ^j^- pour la valeur du segment ACMP. 

2Ui« Je vais chercher maintenant la valeur du segment des 
courbes représentées par l'équation j7*y«=p, qui se tire de 

5^=/>;r*, en y changeante m en — m; on a y=^p^x » et 



/'Xda: = — ^— ar ■ -^const. 
n — m 

Les courbes proposées sont les hyperboles des divers ordres, 
rapportées à leurs asymptotes, et sont composées de plusieurs 
branches, telles queUMV [fig. 45), inscrites dans les angles 
que forment ces droites. En comptant les segments de l'ori- 
gine des abscisses, ils renferment l'espace infini en longueur, 
compris entre la partie CV de la courbe et son asymptote AY, 
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et dont l'aire est infinie ou finie, selon que m est plus grande 
ou moindre que n. En effet, pour avoir l'espace BCMP, pris 
depuis l'abscisse AB=a jusqu'à l'abscisse kP=b, il faut 

faire (235) successivement x = a ei x = b dans l'expression 

I 

— ^ a?"^> et retrancher le premier résultat du second : on 
n — m 



n — m ' 

pose a = o, le point B tombera sur le point A, et l'espace BCMP 



aura doncBCMP=s-^i— Vé " — a * y.Siikiaiatenantonsup- 



se changera en YAPMV ; or la quantité a " sera infinie ou nulle, 
selon qu'on aura m3> ou <^ii: dans le premier cas. 



yAPMV = -5^(i-6^\ 



et dans le second 

1 I 

YAPMV = -^ (i^-^ = -H^ b^. 

£n laissant a d'une grandeur assignable, et faisant b infini, 
on aura alors l'espace XBCU, qui sera infini si m est moindre 

1 

que n, et qui sera égal à — ^— a " > si m surpasse n. II résulte 

de là que quand m et n sont inégaux, des deux espaces asymp- 
totiques, l'un est infini et l'autre fini. 

La raison de cette différence se trouve dans le plus ou moins 
de rapidité avec laquelle la courbe s'approche de son asymp-* 
I t 

tote; et puisque j=^ et a?=^, il est facile de voir que 

quand m> », y décroît beaucoup plus vite que x, que par 
conséquent la courbe s'approche beaucoup plus rapidement 
de l'axe des abscisses que de celui des ordonnées, et vù/e versa. 
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f m 

En mettant y au lit u de/7"j? " dans l'expression 



n — m n — i 

die deviendra jer. et la valeur de l'aire YÂPMV sera 

n — m "^ 

— + const. Il semblerait que le terme — doit s'éva- 

n — m * n — m 

nooir lordqfu'on Mtx=s:o; mais ce qui précède prouve la né- 
cessité de ne rien prononcer à cet égard, avant d'avoir substitué 
pour X sa valeur en a:. 

1 i 

246. Quand w = m, on a jy = j9» , ou ^j = j7, en changeant j^ 
en p, ce qui est indifférent; la courbe dont il s^agit dans ce cas 
est rhyperbole ordinaire, et équilatère si l'angle des coordon- 
nées est droit. L'expression générale de l'aire, trouvée au 
n^* précédent, se présente alors sous une forme infinie, quelle 

que soit x, et la différentielle de cette expression, étanv£ — j 

X 

a pour intégrale j9lâ; + c(m5/. Les espaces asymptotiques sont 
infinis l'un et l'autre, car \x devient tel par la supposition de 
a: = o et par celle de x infini. 

Soit UMV (/g". 46) «ne des branches de Thyperboie équi- 
latère dont le denw-atxe iransverse AC=tf, et la puissance 

BC X AB =r ÂB* = - a» \J^^g'y »64) > on aùrap== - û% et comp- 
tant les airesà partir de l'ordonnée BC, correspondante au som- 
met C, on obtiendraBCMP:= - a'I . AP — -aM.AB = 'a'I.-p5• 
. 2 2 2 AB 

Si l'on prend AB pour l'unité, il viendra, à cause de 
Li — o, »eMP = KAP. On aura de même BCM'P'^l.AP', 
BCM'T''= 1 . AP", etc., d'où il suit que si les abscisses AP, AP', 
AP^, elc, sont en progression par quotient, les aires corres- 
pondantes BCMP, BCM'P', BCM"P^ etc., seront en progression 
pai^ différence. 

2W. L'hyperbole que je viens de considérer étant équilatère, 
n'a donné que .des logarithmes népériens; mais en variant 
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l'angle des asymptotes et prenam toujours AB = i, cm pèui oIk 
tenir une infinité d'autres systèmes de logarithmes. Soit UMV 
{fig' 4?) une hyperbole quelconque; eii menant les ordonnées 
PM, parallèles à l'asymptote AY, on prouvera, par des raison- 
nements analogues à ceux du n*65, que le parallélogramme 
PMRF est la différentielle de BCMP. Or, si Ton mcaie FQ per- 
pendiculaire surPM, on trouvera 

FQ = PF . sin FPQ = PF . sinXAY ; 

désignant par «» l'angle des asymptotes, on awa FQ=ï d j? sIhm, 
et par conséquem PMRF=/d^sin». Si l'on met pour jr sa 

I H nr 

valeur - > il en résultera -— sin» pour la différentielle de l'aire 
3C oc 

BCMP; et par conséquent BCMP = lar=l.AP, en prenant sin» 

pour module (28). 

Celui des logarithmes ordinaires étant 0,434^94$ (30), on a 

sino»= 0,434294^9 ^'*>ù il suit que les asymptotes de^hype^ 

bole dont les aires donnent les logarithmes ordinaires, font 

entre elles ub angle de Q7,a86oi . 

248. Considérée analytiquement, la quadrature de l'hyper* 
bole ordinaire présente une singularité qui ne peut être passée 
sous silence ; c'est que les espaces asymptoliques ykpmv 
[Jlg. 46), correspondants aux abscisses négatives, ne sauraient 
être compris dans la même formule que les espaces YAPMi' 
qui répondent aux abscisses positives. En effet, la fonction \x 
qui exprime ceux-ci (246), non-seulement devient infinie quand 
x=Oy mais passe à l'imaginaire quand x devient négatif, parce 
que l'équation tt=:l or, dérivant dej:=e", n'admet point de 
valeur négative pour j^ 

Cette difficulté, sur laquelle je ne saurais m'arrêler ici, tient 
au passage de l'ordonnée jr par l'infini^ qui parait rompre 
quelquefois le lien de la continuité entre les aires (*). Cha- 
cune de ces aires s'exiA'ime cependant très-bien en particulier; 
car si l'on prend, sur le côté négatif de l'axe des abscisses, des 



(*) Voir le Traité in-4*», tome I, page i34; tome II, page 16 ij tome Ilf, 
page6i3. 
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parties A 6 = AB, A/? = AP, on aura 

ftmp = BCMP=l. jg = 1. j| (2W). 

La même chose se conclut aussi du calcul, en observant que 
si Ton change JF en — ^, la différentielle de Taire, devenant 

— da? dx 

= 9 

— X œ 

a encore pour intégrale \x-\-comt. 

249. En faisantAC=a, AP=aretPN=r (/g^. 48), l'équa- 
tion du cercle ANE sera/» = 2aar— ::p% et le segment ANP 
aura pour expression JAx^ncuc — x^y qui se transforme 

en — /d«(a»^M»)', lorsqu'on faitir = a — u. Or, la for- 
mule (B) (195) donne 

I r-. — ', . I , r —^^ 

de plus 

r.^^ = arc(cos;=îî) (36); 

avec cette valeur et celle de m, on trouve 
JAxsJT.ax — ;r*= 

1 / » y I / fl — a?\ 

— r-(a,T-ar) vaao: — <a?'-f--a'arc (eos^ J> 

résultat qui s'évanouit quand x=^o. 
Jl est facile de reconnaître, dans la partie 

-(a— ^)^2flU7 — ir% . 

l'aire du triangle PCN, de voir que 

■ia*arc ( cos = |» ou - AG.arcAN^ 

2 \ a J 7, 

est celle du secteur ACN; or ANP = ACM— PCN* 
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Quand on y fdit a: = 2 a, Texpression de ANP devient - a* arc 

(cos=: — ï)= -aV,ir désignant la demi-circonférence du cer- 
cle dont le rayon est i ; et elle appartient alors au demi-cercle : 
on aura donc pour le cercle entier aV = -a.2air, ainsi qu'on 

le prouve dans les Eléments de Géométrie. 

Le développement de fix^nax — x*, trouvé dans le n® 205, 
donne des valeurs approcliées de Taire ANP. 

Si réquation du cercle était rapportée au centre, on obtien- 
drait immédiatement par la formule (B) (195) 

fdx^a* — j7»=ijp ^a*— . j:» + - «'arc ( sîn = - J . 
S50. L'ordonnée de Tellipse étant - ^aoa;— 4?*, le segment 



elliptique AMP sera égal à - fix y2ax—x\ et comme il est 

nul en même temps que le segment circulaire ANP, on aura 
ANP:AlflP::a:6; car il est facile de conclure du n^" 236 que, 
quand deux différentielles sont dans un rapport constant, ce 
rapport est aussi celui des intégrales, si ces intégrales sont 
nulles en même temps. 

D'après ce qui précède, l'aire du cercle décrit sur le grand 
axe d'une ellipse, pris pour diamètre, étant à Taire de cette 
courbe comme le grand axe est au petit, celle-ci est équiva- 
lente au cercle décrit sur un rayon moyen proportionnel entre 
les moitiés de ces axes. En effet, par le rapport ci-dessus, Taire 

de Tellipse est ira' X - ou iraft, et cette dernière quantité re-^ 
présente évidemment Taire du cercle dont le rayon serait ^âb. 

251. L'hyperbole rapportée à son axe transverse a pour 

équation r* = — ( aoa: -h ar»), et donfte 

or .' 

AQR = - fdx s]iax'^x\ 



«ïpB TRAITÉ ÉLÉMENTAIRV 

Ceue intégrale peut s'obtenir par les logarithçfiés (ISi) oa^e 
développer en série ; mais, au lieu de m'arrêter à calculer ces 
résultats, je m'occuperai des secteurs elliptiques et des sec- 
teurs hyperboliques, dont les expressions différentielles se 
présentent souvent. 

252. SoitABaft une ellipse dont le demi grand axe KC = a, 
le demi petit axe BC = 6 ; en faisant CP = j? il vîem 

PM=r = -V^^^^- 
11 est évident que le secteur 

ACM=CMP-hAMP, 

et que 

d.ACM=d.CMP + d.AMPi 

CMP = iCPxPM = i— ^^-^ • 

t. f x^ d oc \ 

d.AMP=— -djf v^tf»— jt». 
a 

L» «eifilère de ces différentieUes est affectée du signe — ^ parce 
que Taire AMP décroît lorsque x augmente; et elles dcmnent 

d.ACM = — -- 



Si ron fait T = 1, le secteur ellipaque ACM se changera dMS 

le secteur ACN, appartenant au cercle AEae décrit sur le grand 
axe Aa coiiime diamètre : on aura donc 

. ,_, I a?ix I ^^ aàx 

Mais ,^^^ étant la différentielle de l'arc AN, il en résulte, 

^a* — x^ 

ainsi que de la Géométrie élémentaire, 

ACN = iaXAN=iACxAN; 

2 2 
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et puisque les secteurs ACN et ACM cnt leur origine commune 
au point A, on en conclura (âSO) que le secteur elliptique 



ACM = -ACN=iBCxAN. 
a a 



2S3. Dans l'hyperbole XAo:, décrite sur les mêmes axes que 
' retPipse kAoiby et dont Téquation est 



le secteur ACH = CQR— AQR, ce qui donne 
d.ACR = d.CQH — d.AQR; 



et comme 



CQR = iCQxQR = ^ ^)/x'—a\ 



on aura 



d,ACR = i*.^^:t, 

d'où Ton voit que la différentielle du secteur hyperbolique est^ 
aux signes près, la même que celle du secteur elliptique. 

254. Le secteur hyperbolique AGM (Jig. 4?) est égal à Tes- 
pace asymptotique BCMP; car 

ACM = BCMP 4- ABC — AMP, 

et 

^P^ _ AB X BC X sinB _ AP X PM X sinB _ . ^^p 

255. Ce qu! précède suffit pour £adre voir connaent le calcul 
intégral s'applique à ta quadratof e des courbes ; cependant ^e 
ne puis quitter ce sujet sans donner quelques-iuis des résultats 
intéressants auxquels les géomètres sont parvams par rapport 
aux courbes transcendantes. 

Ddns la logarithmique, dont Téquation est / 3=1 j?, on a 
fjrûx=fûx\x=x\ar—a:-^const. (207). Ia partie variabte 
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de cette expression , devient nulle lorsque :r^=o; car en fai- 
sant ^=--» elle prend la forme -> sous laquelle 

m ^ mm ^ 

elle est nulle quand m est infinie (99) ; il est donc inutile , 
d'après cpla, d'y ajouter une constante lorsqu'on veut avoir les 
segments à partir du point A [fig. 49). 

En y faisant ar=AE= I, elle donne l'expression de l'espace 
asymptotique cAE^r, qui est fini et égal à —ri» 

Si l'on prend les ordonnées à la place des abscisses, on aura 
fxAx=JAx^=x pour l'espace cOMj:, appuyé sur l'axe des 
ordonnées AC, et dont l'expression est algébrique; je n'y ai 
point ajouté de constante» parce qu'elle s'évanouit en même 
temps que x. L'espace cAEor, qui répond à ir= AE = i, a, 
par cette formule» la même, valeur que par la précédente» abs- 
traction faite du signe. 

J'ai supposé le module égal à l'unité; s'il était désigné par M 
on aurait 

fAx\x^::^x\x — f^AAxzz^xlx — lAx 

et 

JxAy^^T&x. 

256. En discutant la courbe dont l'équation est 

a* 

on trouvera sans peine la forme indiquée dans la Jlg, 5o. 
L'axe ce des j^ est asymptote des branches HF, R'F% et AB', 
côté négatif de l'axe des x, l'est de la branche M'K^ 

/afdx 
> 

dont le développement en série» obtenu dans le n^'âli» semble 
ne pouvoir convenir à la partie de l'aire correspondante aux 
abscisses négatives» à cause de son premier terme Ix qui de- 
vient imaginaire; cependant si Ton appliquait à cette recherche 
le procédé du n** 233, on obtiendrait des résultats réels. Cette 
difficulté, du même genre que celle qui a été indiquée dans le 
n"* 2^8, se lève en changeant le signe de x atvant l'intégration; 
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car 




, x\a a?» la)* a:* (la)» 

I.I 1.2.2 1.2.3.3 

comme si l'on avait changé x en — x dans les seuls termes 
algébriques du développement cité. 

Pour savoir ce que sont les trois espaces asymptotiques de la 
courbe proposée^ il faut chercher les valeurs que prend Tinté- 
"o^diT 



grale J ' 



X 


- entre les limites 




x = o et a: = w. 




x = o et X=: — fl» 




v^=^ — n et x = — infini. 



n désignant une quantité finie queltonque. Dans te premier et 
dans le second cas» on trouve un résultat infini , puisqu'on 
faisant x=:o, soit dans la série du n^ 21ï, soit dans celle qyi 
vient d'être rapportée» elles se réduisent à l.o; mais on ne 
saurait rien prononcer sur le troisième cas, parce que les termes 

/a~^d^ 
étant alternativement de signes 

contraires» il se peut que la différence entre la partie positive 
et la partie négative demeure finie» quoique chacune de ces 
parties soit infinie; et c'est ce qui arrive en effet» comme l'a 
prouvé Mascheroni» en déterminant la constante arbitraire de 
manière que l'intégrale s*évanoulsse lorsqu'on y suppose or in- 
fini; en sorte que l'espace asymptotique B'P'M'K^ compris 
entre les limites j:= — n et d? = — infini» est d'une grandeur 
finie (*). 

/dz ^ 

y- (214)» obtenue en faisant af=z, pré- 

sente les mêmes circonstances à cause du terme II ^ qui com*- 



(* ) Vorez^e Tniié ia-40, tome Ul, page 5i3. 



=» 
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mence son développement, et qui devient imaginaire quand Iz 
est négatif (*). 

257. L'équation de la eycloïde étant 

dx=jÂÈL=^ (114), 
il vient 

expression qu'il serait facile d'intégrer par les arcs de cercle, 
au moyen de la formule du n^ 199; anais on peut arriver à un 
résultat plus simple en prenant la différentielle du segment 
ACQM (yïg-. 5i), dont l'ordonnée QM = AC — PM = 2o— j. 
Posant, en conséqueifice, %a — ^ = z, on aura 

et J'on obtiendra , 

▲GQM = JAf ^2.ay^-y^ -i- const. 

iQr œtte JAt^grale^ «xprlmaol Faire d'un segment du cercle 
dont le diamètre est 2 a et l'abscisse y (^•9), représente le seg- 
ment Imn, •qui s'évanouH quand r =0, ainsi que le segneiot 
A€MQ; donc AGMQ = Imn. Au point K, où yzsz^u^ le seg^ 
ment ACS devient égal au demi-cercle Im^KI. Enfin'il 6St vi- 
^âble que l'espace KHQ = ACK — ACQM = Kmn. 
Le rectangle AK^ ayant pour hauteur IK et pour base 

C*) La conrbe qui répond à Téqnation transceDdante ^ = p9 oifre une 

oirconfttaDce remarquable. Ne «'étendant point dn c6té des fi négatifs, puisque 
leurs logarithmes sont imaginaires (S48), et passant par Torigine des«oordon- 
.néfia^ à^canse fue 1.0 est infini, ce qui donne ^ = 0, dette courbe commence 
brusquement à ce point, ce qui est contraire k la proposition établie par rap- 
•pori^uK eoiirbes algébriques (iOtf)« Les courbes du genre logarithmique pré- 
sentent 'encore d'autres singularités. Vqyes le Traité in •4®, tome III, page 61 5, 
et un Mémoire delW. Vincent, Annales de Uathématiques, tomes X% et XVI. 
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ÀI=:IiirK, sera quadruple du demi^K^ercle IimKI; i^traochant 
de ce rectangle Tespace ACK=lmkh il restera AMKI=3/oi9 
ImKI. Il suit de là que l'espace AKLA, oomprb entre une 
branche de la cycloïde et son axe, est triple du cercle géciéra- 
leur. 

258. n miS reste à parler des spirales; je vais m'occuper 
d'abord de celles que représente l'équation u=at'' (117), dans 
laquelle t est l'arc ON {fig. Sa) d'un cercle dont le rayon A0=: i 
et !<=: ÂM. Les coordonnées étant polaires, la dîfTérentielle de 

l'aire sera -— - {ilQ). Mettant pour « sa vàleor, et intégrant» 

Il viendra ■ > ^-cimsU; et -quand « e6t positive, on doit 

négliger la constante lorsque l'on cofnpte les aires en partant 
de la ligne AO, sur laquelle / = o : alors l'aine AGM= . 
Après une révolution du rayon vecteur, on aura l'espace 



4'*"+"^ 
ir étant la deitil-dpceûlereviice du cercle ON* 

Dans la spirale d'Archimède (117) t « = — j /i = i et 

/s 

.k(M=:'j—j résultat qui, lorsqu'on y fait ^=:2îr, donne- 

ACMBxz:^, c'est-^-dire le tiers du cercle ON, puisqu'il s'agit 

d'ttnftés carrées, et que l'aire Kle oc ocrcfte est ir (i)». 

Dans la seoonâe révolution, le rayon vecteur AN repasse sur 
i*aire «racÀe idaas la première, et ainsi de suite à chaqi^e révo- . 
iuimi, en sorte que ces aines s'^aloutent les unes aux autres» 
«A'quepoar'AonDBr aetlem^it celle qui estiermîmée par la 

m*^ révolution, Vimégrale f — — doit être prise entre les 

iittites / = ('/fi*^i)»ir et ï = m.ar. 



Pour lasiÀPale d'Ardûoiède on trouve ainsi ^5 i-5 
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Si l'on calcule Taire terminée par la révolution suivante, 
e'est-à-dire la (iin-i)^ et qu'on en retranche celle qui la 
précède, on aura pour l'espace compris entre deux révolutions, 
ou spires, 

ce qui revient à air quand in=i, et montre que l'espace com- 
pris entre la m'^ et la (in + i)"~ spire est égal à m fois celui 
qui est renfermé entre la première et la seconde, ainsi que Ta 
trouvé Archimèdé. 
I>ans la spirale hyperbolique, où it = — i, on a 



r^- 



a' 

-^const.. 



et Taire comprise entre les deux rayons vecteurs correspont- 
dants à / = A et à /=: c sera 



î{i-'^' 



expression qui devient infinie quand /= o, à cause de Tespàce 
compris entre Taxe AB(yîg. 32) etla branche infinie HK (p. i4o). 
Dans la spirale logarithmique enfin, t = \u (128), 

it = — 9 I = 1 = -r -hconst. 

u J 2. J 2 4 

De la rectification des courbes. 

259. La différentielle de Tare d'une courbe rapportée à des 
coordonnées perpendiculaires entre elles est exprimée par 
Vdj?«4-d7* (64); en y substituant, au lieu de dj*, sa valeur 
tirée de Téquation différentielle de la courbe proposée, elle 
prendra la forme Xdj;, et son intégrale donnera la longueur 
de Tare d'une courbe. Demander la longueur de l'arc d'une 
courbe, c'est demander sa rectîficatioji, parce que la solution 
de ce problème, lorsqu'elle s'obtient exactement, met en état 
d'assigner une ligne droite qui soit égale à Tare dont il s'agit. * 

260. Je prends pour premier exemple les paraboles des di*- 
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vers degrés représentées par l'équation j^=p:r", n étant un* 
nombre quelconque entier ou fractionnaire; il vient 

Tare parabolique sera donc exprimé par 

/d:r(i4-n»p>ar»— 0*. 

Cette intégrale s'obtiendra sous une forme finie et algébrique 
lorsque l'exposant an — 2 sera égal à l'unité ou s'y trouvera 
contenu un nombre exact de fois (192). 

3 

Soit d'abord an — 2 = 1, il en résultera n = - et 

2 

fdx (i-4- n*/i*a;'"-*)'~= ; ( ' "^ / P^^l "*" consL; 

la courbe proposée sera donnée par l'équation jr=px* ou 
y^:=:zp*x*, et sera par conséquent la même que la parabole du 
troisfème degré qui est la développée de la parabole ordi- 
naire (81). Si l'on compte les arcs à partir du point où x^=Of 
on aura 



^[('r^lH'-']- 



En faisant — = 1, 1 désignant un' nombre entier,- on 

2n — 2 ^ 

2 1 1 1 
trouvera nc= r— > et l'équation ^«=r:p»»a:**+» fournira un^ 

infinité de paraboles rectifiables ; à l'égard des autres, on ne 
peut obtenir leurs arcs que par approximation. 
Pour la parabole ordinaire, dans laquelle n=2, on a 

fdx{i -hip^x^y ; par la formule (B) du n® 195, on trouve 

/da:(,4-4p'^«)«=i^(i+4/^»^')Vi fj=â^, 
et comme 

6* éd. I. 20 



•it en résuhera 

I / 

TeNe est la Valeur d'un arc quelconque de la parabole ordi- 
naire; on peut y supprimer la constante, en faisant commen- 
cer Tintégrale lorsque a:^=^o* 
L'are des hyperboles données par réquation^-^/ur-"» a 

pour expression /a:-"-' dar(jr"^»-+-ny)^, et ne peut s'obte- 
nir que par approximation. 

261. La différentielle de Tare de cercie est > lors- 

€lô.X 

qu'on part de l'équation j* = a^ — x*(6k),ex -=== , quand 

on emploie, l'équation^ 7=7 2 tf;r — x^; sous l'une et l'autre de 
jpes formes, son intégrale ne peut s'obtenir que parapproxi- 
dnation, et- j'en ai déjà donné plusieurs développements (205^). 

262. Je passe à l'ellipse, et je prends pour équation de cette 
courbe/* = -^(0* — x*); la différentielle de son arc sera 

. — ^ — - — • En faisant pour plus de simplicilé le grand 

a v«* — ^ 
axea=:t, et le cairé de l'excentricité a* — i»=i«^6»s5:^, 

Tare deviendra 1 JLl2^£^. j)éjà, dans le n« SW, j'ai rap- 

J Vï— «' 
porté une série qui donne la valeur approchée de cette inté- 
grale, lorsque e est très-petit, et qui convient aux ellipses peu 
aplaties. ^ 

En supposant x = i dans cette série, et mettant - à la place 

de l'arc A, qui est alors de i^ on obtient 

1 / i.i , 1.1.1.3 , I.I.I.3.3.5 \ 
-TT 1 e^ 7-7 e< £ / a a ^* — etc.)? 

2 \ 2.2 2.2.4.4 2.2.4-4"*b / 
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développement très-convergent lorsque e est ane petite frac- 
tion. 

263, La différenUelle de l'arc elliptique s'exprime d'une 
manière très-simple,, au moyen de l'arc qui lui correspond 
dans le cercle décrit sur le grand axe comme diamètre. Soit 
EN = T (/ff- 48) ; on aura 

CP = a?=sinf, -i£= = dy, 
et par conséquent 

d . BM = d r ^i -— e» sinç». 

i6k. L'équation de l'hyperbole étant 

on a y pour la différentielle de son arc. En 

faisant«K=i,a'-4-^ = i4-i' = e% cetarc se trou¥e exprimé 

/dx ^é*x^ — -i 
— ===:—> et i^ut, dans le cas où e est très-près de 

Punité, se développer en série par un procédé analogue à celui 
du n°206, 

265. Il me reste à parler des courbes transcendantes. L'équa- 
tion de la cycloTde étant 

^T.ay—y' 
on en lire 

sl^a—y 
difTérentiélle dont l'intégrale est 

= — 2 V^2a(2a — x) -+- const. . 

11 est évident que ^^«{aa— ^) est l'expression de la corde 
^^ [fig- S*) <lu cercle générateur; et comme la partie variable 
de l'intégrale s'évanouit au point K'où r=^a, H s'ensuit 

20. 
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qu'elle exprime Tare MK : on a donc 

MK = 2 sj7,a{^a — 7) = 2)nK. 

Quand 7=0, cet arc devient AK = 2IK, résultat qui s'accorde 
avec ce qu'on a vu dans le n" 116, et d'où il suit que Tare 
total AKLest quadruple du diamètre du cercle générateur {*). 

266. Pour donner un exemple de l'usage de la formule 
^w'd/?-Hda% qui exprime la différentielle de Tare d'une 
courbe rapportée aux coordonnées polaires (125), je prendrai 
les spirales dont l'équation est u = a/», et J'aurai à intégrer la 
différentielle 



d^ V^a'/^"-h /i»a»/**-' = a^"-' d/ [V + rv'Y' 

i^ 
Lorsque n = i, on a seulement <rd^(^'Hri)^, différentielle 
de la même forme que celle de l'arc de la parabole ordi- 
naire (260), et d'où il suit que c'est à la rectification de cette 
courbe que se rapporte celle de la spirale d'Archimède. 
©ans la spirale logarithimique on a f = 1 «, ce qui donne 

V«*d/»-hda» = dM V^- 
l'arc de cette courbe a donc pour expression u^+consL, 
ou seulement u ^, en partant de l'origine des rayons vec- 
teurs; et l'on voit que quoiqu'il se trouve, entre cette origine 
et un point quelconque de la courbe, une infinité de révolu- 
tions, elles ne composent cependant qu'une longueur finie, 
égale à la diagonale du carré fait sur le rayon vecteur. 

De la cnbatnre des corps terminés par des ^nrfàces courbes, de 
la qnadratnre de leurs aires, et de l'intégration des différen- 
tielles partielles. 

267. Les surfaces courbes qi^e les géomètres ont considé- 

(*) Si l'oD représente par t l'arc MK, par y' la ligne Kfi=:fl*<~r, et que 
Ton change 2a en a', Teipression de MK, trouTée ci-dessus, donne Féquation 

i = a^aVf ou 4* = 4«'.r', 
dont on 'se sert dans la Mécanique. . 
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rées les premières, sont celles de révolution, parce que les 
différentielles de leurs aires et des volumes qu'elles com- 
prennent, ont une expression plus simple que leurs analogues 
dans les surfaces courbes en général. 

Soit u le volunie du corps engendré par le segment ABfP 
{Jlg. 53) d'une courbe quelconque AZ, tournant autour de l'axe 
ÂB pris dans son plan ; il est évident que ce volume, terminé 
par le plan circulaire décrit par l'ordonnée MP, est une fonc- 
tion de l'abscisse AP = â:. Si Ton prend une autre abscisse AP% 
que l'on mène une seconde ordonnée M'P' et les droites MR 
et SM', parallèles à PP', on verra que le volume u s'accrott de 
celui que décrit le trapèze curviligne PMM'F, en tournant au- 
tour de PP', et que ce dernier corps, compris entre les cy- 
lindres engendrés par les rectangles MP' et MT, diffère d'au- 
tant moins de l'un et de l'autre, que les points M çt M^ sont 
plus rapprochés, en sorte que la limite des rapports de ces trois 
corps est l'unité: on peut donc, lorsqu'il s'agit de .limites,: 
prendre le cylindre décrit par MP', pour le corps engendré par 
PMM'P', Ce cylindre ayant pour base le cercle décrit par le 
rayon PM=/, son volume sera ir/» x PP', en nommant ir le 
rapport de la circonférence au diamètre ; et l'on trouvera, par 

le raisonnement du n** 65, que -p =117*, d'où a = ir//»dx. 

Lors donc qu'on aura l'équation de la courbe AMZ, on substi- 
tuera pour/ sa valeur eux, et l'intégration fera connaître le 
volume d'un segment quelconque du corps engendré par cette 
courbe. 

268. Pour trouver .la différentielle de Taire du même corps, 
il faut observer que l'accroissement de cette aire étant décrit 
par l'arc MOM', qui s'approche sans cesse de la corde MM', 
tend à se confondre avec l'aire du tronc de cône droit décrit par 
cette corde; et en passant aux limites, on peut prendre l'une 
pour l'autre (*). Mais Taire du tronc de cône droit décrit par 



(*) On verra aisément qu'il n'en est pas ainsi île «elles des cylindres inscrit. 
et circonscrit, engendrés par MR et SM'. 
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MK ^ aura poumpression 

. i(2irMP-4-3irM'F)MM' = ir(MP + M'P')MM'; 

et en la comparant à raccroissement de fabscisse PP% on ob- 
tiendra 

or^ en passant aux limites, M'P' se confond aveeMP ou^, et 

•pp7-=i/i4--p^(64): donc le coefficient différentiel de 
Faire décrite par Tare AM, est égal a 



itny 



v/-a5' 



et par conséquent airj v^dar^-Hd/^est 1» diflërentielle de cette 
aire. 

On parvient sui^Ie^champ à cette expression, ainsi qu'à celle 
du nyméro précédent, en regardant la courbe AMZ comme un 
polygone ; car alors l'élément du vohime est le cylindre décrit 
par le rectangle MF, celui de Taire est le tronc de cône décrit 
par le côté MM'. 

269, J'insisterai peu sur les applications, qui n'ont par elles- 
mêmes aucune difficulté. Si l'on prend l'équation à l'ellipse, 

j^=:-j(2ar — X*), on trouvera que le volume d'un segment 

du corps qu'elle engendre, en tournant autour de Taxe dé- 
signé par 2 a, est exprimé par 

~f(^a:v~x^)ix = ^(ax'—Çj'hconit. (267); 

et l'intégrale éjlant prise depuis 4^= o jusqu'à x = 2a, donne 
--^- — pour le corps entier. 

Quand a == fr, ce oorps devient une sphère, et son volume 
est i^9 ainsi qu'on le trouve par la Géométrie élémentaire. 



DE CALCUL DIFFÉREirriBL ET DE CALCUL INTÉGRAL. 3 1 1 

Si Tellipse était rapportée à son centre, ou qu'on employât 
l'équation /* = ^ (à'-r- 4c*)> le segment serait 



/ 






S'- 



intégrale qu'il faudrait prendre depuis jr = — a juscpi'à jr:^a 
pour obtenir te corps entier, et qui donnerait alors le môme 
résultat qUe cNtessus. 
L'expression de Taire serait 

2nbàx ^a* — (g' — b^) x^ 
a} ' 

Lorsque a>6, cette intégrale se rapporte facilement à Taire 

(fi 
du segment circulaire dont Tabscisse est x et le rayon / ^ ./ 

Elle est logarithmique quand a<C6» puisque le radical prend 
alors la forme ^a*-h{6» — €^)x*. Enfin, si Ton suppose a= *, 
on a seulement 

f2ftaûx=^2nax-hconst., 

intégrale qui donne, en la prenant depuis x =--^a jusqu'à âr=s=a, 
4*<i' pour Taire totale de la sphère. 

270, Je considère maintenant les surfaces courbes en géné^ 
rai, en les rapportant à trois plans perpendiculaires entre eux, 
au moyen des coordonnées AP= a;, tM'=j, M'M=z {Jlg. 54). 

Le segment APGMM'QHD, ayant sa base APM'Q sur le plan 
des xy-f et terminé par les deux pians PM^MG, QM'MH, res- 
pectivement parallèles à ceux des yz et des xz, et par la sur- 
face courbe proposée, est nécessairement une fonction des 
deux variables indépendantes x et j; il peut s'étendre succes- 
sivement dans le sens de chacune, ou varier par rapport à 
toutes deux simultanément. En effet, si Ton suppose que, 
y demeurant constant, x se change en AP-nPp, ce segment 
s'accroîtra de la tranche PGMM'm'mgp, et de la tranche 
QHHM'n'ny^^, si Ton fait varier jr seul de Qq; enfin si a? et / 
deviennent simultanément AP 4- Vp, AQ -♦- Qq, le même seg- 
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menty ayant alors pour limites les plans /iN'Ng^, çN'NA, diffé- 
rera de son état primitif par les deux tranches déjà énoncées 
et par Tespèce de prisme tronqué M'm'N'/i'wMmN, qui n'est 
autre que l'accroissement de la première tranche lorsqu'on y 
fait varier j^ seul , ou celui de la seconde quand , danjs cette 
dernière, on fait varier x seul. 

Si l'on représente par u la fonction de ^ et de 7 qui exprime 
le volume du segment APGMM'QHD, il est évident que» dans 
l'expression du changement total de cette fonction (41), les 
termes où x a varié seul donneront l'expression de la première 
tranche, ceux où ^ a varié seul, celle de la deuxième tranché, 
et que les autres appartiendront au prisme tronqué M'N; on 
aura donc 

• dajd/ 2 ^a^Ay 2 dard/» 

divisant les deux membres de cette équation par A A-, et passant 

aux limites relatives à l'anéantissement de h et de A-, celle du 

d'i^ 
second membre sera -j — -r-- Or le prisme tronqué M'N tend 

sans cesse vers le parallélipipède formé sur la base Wm'Wn' 
et l'ordonnée M' M, et peut en approcher aussi près qu'on 
voudra. Mais si, en prenant l'un pour l'autre, puisqu'il, s'agit 

de limites, on substitue M'm'x M'w'xM'M, au prisme M'N, 

M^N 
hh 



M'N 
qu'on fasse Wm' ou Yp = A, MV ou Qç = /r, le rapport -j^ 



d*w 
$e réduit à M'M = z; il résulte donc de là que ^ — ^r— = z, et 

^ dard/ 

que pour obtenir le segment APGMM' QHD, il faut, par l'intégra- 

tion, remonter du coefficient différentiel -% — j— à la fonction «. 

dora/ 

d'tt 
271. Quoique le coefficient différentiel -t — -p- soit relatif à 

deux variables, on peut néanmoins parvenir à la fonction dont 
il dérive par les méthodes données pour l'intégration des fonc- 
tions d'une seule, parce que chacune de ces variables est re- 
gardée comme constante à son tour. En effet,. à cause de 
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, da .du 

d*a d^ d^, . ,,. . , 

J^ = -^ ' on aura -^ d/ = z dj, et prenant l'intégrale 

de chaque membre, en ne considérant comme variable que y 

dtf 
seul, il viendra -r— nz/zd/, d'où Ton tirera 

j^dx=dxfzAx; 

intégrant de nouveau, mais par rapport à x seulement, on 
trouvera a =/d^/zd/. 

En ne considérant cette recherche que du côté purement 
analytique, il est évident que la constante qu'il faudra ajouter 
pour compléter la première intégrale peut renfermer x d'une 
d'une manière quelconque ; que celle qu'on mettra à la suite 
de là seconde intégrale doit être considérée comme «ne fonc- 
tion quelconque de j; et cela parce que toute fonction de x seul 
doit disparaître comme une constante lorsqu'on ne différentîe 
que par rapport à j, et qu'il en est de même de toute fonction 
de j lorsqu'on ne différentie que par rapport à a;. . 

L'ordre des intégrations est indifférent (40) (*)-En s'occu- 

pant d'abord de la variable x, on aurait eu -z — t— = ■, -» 

dxûx dx 

et de là on aurait tiré successivement 

^=fzdx, u=fdrfzdx. 

Ce résultat et le précédent s'écrivent comme il suit ; 

u=J'fzdjrdx, u=Sfzdxdx, 

en faisant passer les deux différentielles sous le dernier signe/, 
ce qui est permis lorsqu'on observe que chaque signe n'est 
relatif qu'à l'une des variables en particulier. 



{*') M. Cauchy a montré que ceci n^était plus généralement vrai, lorsquUl 
s'agissait d'intégrales définies; on en trouvera des exemples dans la note E à la 
fin de cet ouvrage. 
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Pour éclaircir ei confirmer ce qui précède, soit z = —^ — --^ 
il viendra 

La première succession d'intégrales donne 

résultat dans lequel X' représente une fonction arbitraire-de Xy 
ajoutée pour compléter l'intégrale ; en intégrant de nouveau 
par rapport à ^ et faisant /X'd^r =:X, on trouve 

=J^arc(ung=f)4-X. 

L'intégrale / — arc (tang = ^ | s'obtient eh série, en met- 
tant au lieu de arc ( tang=: ^ | son développement 

et comme il faut, après cette intégration, ajouter une fonction 
arbitraire de y^ en la désignant par Y, on aura enfin 

j J x'^r - ^ +^ x^ ^x^ 25x* ^ 49^' 

En opérant dans un ordre inverse, d'après la seconde suc- 
cession d'intégrales on trouvera 
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Mais si Ton observe que 



arc 



(tan«=|) = ^^arc (lang=|). 



on aura, après la dernière intégration- et l'addition d'une fonc- 
tion arbitraire de ^^ 

et comme on peut comprendre le terme -1/ dans la fonction 
arbiu^ire Y» ce résnltat» qui se ehangeta par là en 

sera le même que le précédent, ainsi qu'on peut s'en con- 
vaincre en mettant pour arc flang = — j son développement. 

272. Lorsque Ton regarde //zdjrd/ comme cxprimanl le 
volume d'ui] corps, il faut avoir égard aux limites entre les- 
quelles doit être prise chaque intégrale, et qui tiennent à la 
nature des surfaces par lesquelles le corps proposé est terminé 
latéralement. 

Le cas le plus simple est celui où le corps est fermé par 
quatre plans, parallèles deux à deux aux plans coordonnés 
CAD, BAD. En supposant que les premiers répondent aux 
abscisses ar = a, jF = a', et les seconds aux abscisses 7* =6, 
/=&', on prendra l'intégrale /^sdar depuis x=a Jusqu'à x^sza'f 
en y regardant d'ailleurs y comme constant ; et nommsmt P le 
résultat obtenu, il restera à prendre l'intégrale /Pd^ depuis 
X=blusqu*kjrz=b'. 

Lorsque le corps proposé est terminé latéralemeijt par des 
surfaces courbes, les valeurs extrêmes de Tune des variables 
sont liées avec celles de l'autre, ainsi qu'on va le voir dans 
l'exemple suivant, où il s'agit de trouver le vohime d'une 
sphère dont le centre est en A et dont le rayon est égal à r. 
; On a ;r « -h 7» 4- z* = r», et par conséquent 



ffzdxûy=ffdx6x^r^-'X'—r'; 
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puis, en supposant ^ constant et r' — ^ = r'S on trouve 

/zd^==r/dar^r'«— :r«===iarVr'»— x*-h-r'»arc^sin===^j (249). 

Cela posé, l'intégrale /^d:r?, exprimant l'aire de la section 
faite dans la sphère, parallèlement au«plan des xzy et à la dis- 
tance AQ =/, doit être prise entre les limites de cette section, 
qui sont d'une part le plan CAD, et de l'autre le cercle BFEC, 
suivant lequel la sphère rencontre le plan BAC. A la première 
limite, ar;= o; à la seconde, j: = QF. Mais cette dernière est 
liée avec AQ ; car en faisant z = o, on trouve a?»-H7*.= r» pour 
l'équation du cercle BFEC, d'où il suit que 



QF = v/^— AQ'= Vr»— /»== r' ; 

et par conséquent, pour une valeur quelconque de^, les va- 
leurs extrêmes de x sont o et r'. 
Au moyen de ces valeurs, le résultat obtenu plus haut se 

réduit à y r'», puisque arc (sin=i)=-5 et l'intégrale /d^/zda: 

devient 

Cette dernière doit être prise depuis la plus petite valeur de y^ 
que je supposerai nulle, en fermant de ce côté le corps par le 
plan BAD, jusqu'à la plus grande, qui, dans le cas actuel, est 
AC = r : le volume du segment ABCD, qui est la huitième 

partie de la sphère, sera donc -^> et par conséquent le vo- 
lume de fa sphère entière sera •^-?— • 

II est à propos de remarquer qu'on peut obtenir immédiate- 
ment le volume de tout l'hémisphère supérieur au plan BAC 
en prenant la première intégrale depuis j?= — ^r* — /^jusqu'à 
ir = -h v^r* — j*; car dans ce cas les valeurs extrêmes de x se 
terminent de part et d'autre à la circonférence du cercle BFEC, 
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dont AC est le rayon, et Ton a la valeur complète de 
Prenantensuite l'intégrale 



fàr{r'-r)=l{''r-Çj 



dans toute l'étendue de la partie de Taxe des y comprise dans 
le cercle BFEC, c'est-à-dire depuis l'extrémité de son dia- 
mètre, située derrière le plan BAD, où 7= — r, jusqu'à l'autre ! 

extrémité C, où 7= 4- r, on trouve —5— 5 et en doublant on a, 
comme ci-dessus, ^-5— pour la sphère entière (*). 

ô 

273. En considérant les différentielles comme les accroisse- 
ments infiniment petits des variables, on peut négliger la 
différence du prisme tronqué M'N, au prisme complet ayant 
pour hauteur M' M, et le regarder alors comme formé de petits 
parallélipipèdes ayant pour base le rectangle M' m' N'n\ pour 
hauteur dz^ et étant par conséquent exprimés pard^d/dz. 
Pour obtenir la somme des parallélipipèdes contenus dans le 
prisme entier, il faut intégrer cette expression par rapport à z 



{*) On passe bien aisément de ce résultat à rexpreasion du Tolame d'un ellip- 
soide quelconque. L'équation de sa surface étant 

^ + p-+-p = i, donne « = «^1-^-^; 



et posant 



- = x', x = r'> d*où dx=:4id«', dr = idy, . 

«I o 



on obtient ' 

ffzdxây = aheffdx'dy)/i''X^^y*. 

Or les limites des yariables jr,r> étant a, b, celles de x', y, seront .i, et par 
conséquent l'intégrale ffd *' d^' ^i — x**— j^'* exprimera le yolume de la sphère 

dont le rayon = i : le yolume de Tellipsoïde sera donc a&c* —> c'esi-à-dire 

le même que celui d'une sphère dont le rayon est yfUSëf résultat analogue à 
celui du n^ 9W. 
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seulement, ce qui donnera 

comme on Ta trouvé ci-dessus. 

On observera ensuite que la valeur complète AeAyfzAx 
est l'expression de la somme des parallélipipièdes contenus 
dans la tranche FHQgA/*, comprise entre deux plans parallèles 
au plan BAD des xz\ mais/zd x étant Taire de la section FHQ, 
il s'ensuit que la tranche infiniment mince ï'HQçA/peut être 

régardée comme égale à FHQx Q9» c'es^à-dire à Taire de la 
courbe qui lui sert de base, multipliée par Tépaisseur Qg. On 
voit enfin que /dj/zd^r exprime b somme de toutes les 
tranches semblables comprises dans le volume cherché- 

Il est évident qu'on représente toutes ces opérations, en 
considérant Tintégrale triple ff/Axdydz dont chaque signe 
se rapporte à Tune des variables x, y et z. 

^h. En général, s'il faut obtenir la portion du corps pro- 
posé, terminée latéralement par le cylindre élevé perpendicu- 
lairement au plan BAC (/gr. 55) sur la courbe donnée E'N'G', 
on prendra Tintégrale fzAx^ depuis ^= AP jusqu'à ^= Ap, 
afin que Texpression d^^/zd a: devienne celle de la tranche 
MM'N'Nnn'iTi'm. Les lignes AP et A/>, respectivement égales 
à QM' -ei QNS seront données en fonction de AQ =^y par 
Téquation delà courbe E'N'G/ dont elles sont les abscisses; en 
les représentant par F {/) 01/(7), on devra prendre Jzàx, 
depuis ;a?= F (7) jusqu'à ^ =/(/), ce qui, comme Ton voit, 
introduira de nouvelles fonctions de 7 que z ne renfermait pas, 
et pourra augmenter ou diminuer la difficulté de la seconde 
intégration. Pour obtenir ensuite, dans celle-ci, la valeur 
totale de l'espace cherché, ou la somme des tranches dont on 
a déjà Texpression générale, il faudra prendre Jày Jzàjx:\ de- 
puis 7 = AF jusqu'à 7* = AH, valeurs qui répondit aux limites 
E' et G' de la courbe E'N'G', dans le sens des jr- 

Il pourrait arriver que le contour E'N'G', au lieu d'être une 
courbe continue^ fût l'assemblage de plusieurs portions de 
courbes différentes; Tapplieaiion des principes précédents à ce 
cas est trop facile pour qu'il soit besoin de s'y arrêter. 
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275. On parvient à l'expression générale de la différentielle 
de Faire d'une surface courbe, en imaginant cette surface par- 
tagée en zones, telles que ^Gge {fig. 54 ), par des plans paral- 
lèles à Tun des plans coordonnés, et en concevant que cha- 
cune de ces zones soit découpée en portions quadrangulaires 
MmNn, par des plans parallèles à un autre plan coordonné. A, 
rinspection de la figure, on voit que Taire DGMH, que je re- 
présenterai pars, s*accroît du quadrilatère curviligne GMmg, 
quand ^ augmente deP/^, et. que ce quadrilatère s'accroît de 
MinNii» quand j vient ensuite à augmenter de Qq. Un raison- 
nement semblable à celui du n® 270 fera voir que la limite du 

rapport de == == est égale au coefficient différentiel 



Pour parvenir à cette limite, on observe d'abord que les 
quatre plans 

m'M et N'», n'M et N'm, 

parallèles deux à deux aux plans des xz et des x^> et qui dé-« 
terminent le quadrilatère courbe MmNn, déterminent aussi, 
sur le plan tangent au point HL [Jig.. 56}, un parallélogramme 
MXZY, sur lequel toutes les lignes tirées du point M seraient 
tangentes aux diverses sections que feraient, dans le quadrila- 
tère courbe, des plans menés par l'ordonnée M'M, et auraient 
avec les arcs de ces sections un rapport tendant sans cesse 
vers Tunité (63) : on peut donc, dans la limite cherchée, subs- 
tituer au quadrilatère courbe IfmN/i, le parallélogramme 
MXZY, dont l'aire esta celle de sa projection M'm'NV, comme 
le rayon est au cosinus de l'angle compris entre le plan tangent 
et cetttî des xy[*). Or, la normale MG et l'ordonnée M' M étant 
respectivement perpendiculaires à ces plans, l'angle qu'ils 
comprennent sera égal à GMlf ', et aura par conséquent pour 
cosinus. 



( * ) Fores pour oette propMition le n<> 60 du Cow^Mnent des ÉUmetOs de 
Géométrie, et pour ce qui précède, le Traité in'4^,'tome II, page 198, note. . 
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ce qui donne 

MXZY = M'm' NV.^ = d^d7Vi-|-/>'-h9* '• 
on a donc 

où il faut observer que dj/dx V' +/'*-+- 9* représente Taire 
de la zone FHA/ (yîgr. 54). 

276. Si Ton prend encore la sphère pour exemple, son 
équation x' +7* -t- z' = r*, donnera 

p=-p ^=^^, \^i-hp^ + 9' = -> 
et • 

posant ensuite r^ — j^ = r'», cette intégrale deviendra 

qui, prise depuis a? = o jusqu'à x = r^= ^r» — /*, est égale à 
-9 et ne laisse pour la seconde intégration que 

_/dr=-r. 

Il est aisé de voir que, comme on n'a pris le radical 



^' 



^r^ — x^ — j« qu'avec le signe +, on n'a dû obtenir que la por- 
tion d^aire supérieure au plan des xx^ que, de plus, les limites 
assignées à x n'embrassent qu'une moitié de la partie supé- 
rieure de la zone perpendiculaire à l'axe des y, et qu'ainsi la 
zone entière serait exprimée par airiy, c'est-à-dire par la cir- 
conférence d'un grand' cercle, multipliée par 1» portion du 
diamètre comprise entre les plans qui terminent cette zone, 
résultat conforme à ce qu'on a vu dans la Géométrie élémen- 
taire. Quant aux limites de /, il est évident qu'il faut prendre 
— r et -f- r, lorsqu'on veut obtenir l'aire totale de la sphère. 
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277. L'Application dç l'Analyse à la Mécani(|ue conduit isou- 
vent à des intégrales triples de la forme '///Vd^rd/dis, dans 
lesquelles la fonction V peut renfermer les trois variables 
^y Ty ^9 considérées comme indépendantes les unes des autres» 
en sorte que chaque signe d'intégration ne tombe que sur une 
d'elles en particulier (273). II est aisé de voir que ces inté- 
grale^ proviennent de la détermination d'une fonction u dé- 
pendante de trois variables jp, y, z, et dont on ne connaît 

d'à 
que le coefficient différentiel j ^ ^i > donné par l'équation 

d'il 
-r — - — — = V ; car on tire de là, en opérant comme dans le 

.n"271, 1® en regardant :c et / comme constants, 

dardjdz axûx dxûy ^ 

l." étant une fonction arbitraire de ;r et de 7; a^'en regardant 
x^Xz comme constants, 

-||^dr=d^=dr/vdz-HT'dr, 

T désignant la fonction arbitraire de^etdej, résultante de 
jY'Ayy et S' une fonction arbitraire de a? et de z; 3° enfin, en 
regardant 7 et s comme constants, 

^d:r = d:r/dj/Vdz-hT'd:c + S'dar, 

. ^x 

i£ = /d:c/dj/Vdz -hT 4-S-h R, 

T et S représentant des fonctions arbitraires résultantes de 
JVdx et de /S'd^, et R étant une fonction arbitraire de jet 
de z : l'intégrale complète renferme donc trois fonctions arbi- 
traires, savoir, une de x et de jj une de x et de z, et une 
de j et de z. En réunissant les différentieHes sous le dernier 
signe d'intégration, /d^/dj/Vdz devient //TTdardjdz, et 
a, sous cette dernière forme, la même signification que sous 
la précédente. 

€«éd, I. 21 
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Cet exemple suffit pour montrer comment on reviendra du 
coefficient différentiel d'un ordre quelconque d'une fonction 
de plusieurs variables à cette fonction elie-méme. Les fonc- 
tions arbitraires introduites ici n'ont rapport» comme dans le 
n^ 372, qu'au cas où les intégrales sont prises entre des limites 
pour lesquelles les variables x,yeiz sont indépendantes les 
unes dès autres^ mais le plus souvent l'intégrale relative à z 
doit être prise depuis Z:=s:¥ (x, y) jusqu'à «=/(j?,j), F et/ 
étant des fonctions données, l'intégrale . relative à y, depuis 
.ymF, [x) jusqu'à j^=/; (x)y et enfin l'intégrale relative à x, 
depuis a: :tz â jusqu'à ^ = a'. 

De rkitégratibn des différentielles totales contenant plnsieiurs 
variables indépendantes. 

278.. Les fonctions contenant plusieurs variables indépen- 
dantes ont deux sortes de différentielles, savoir, des différen- 
tielles partielles et des différentielles totales (fcG); on a déjà 
vu dans les n*»» 271, 277, comment on pouvait remonter d'une 
différentielle partielle exprimée par les variables indépen- 
dantes, à la fonction primitive, et que ce problème est tou- 
jours possible, puisqu'il se rapporte immédiatement à l'inté- 
gration d'une différentielle à une seule variable. Il n'en est 
plus de même quand on prend au hasard une expi*ession de la 
forme M d^ -H Ndj^ pour la différentielle totale d'une fonction 

de deux variables, parce que l'équation -r—r— = -j — j— (W) 

établit, entre les quantités M et N, une relation sans laquelle 
elles ne peuvent dériver d'une même fonction primitive. 
En effet, si l'on pose 

da = Md^-f-Nd7, 
il en résulte 

— ^M — — N d'tf _dM d'tf _ dN 
d^ ' djr ' d^d^F dj' dxdy ûx 

et par conséquent 

dM_dN 
Ay dx 
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Il faudra donc que toul€ expression Md^r + Ndj, quand 
eHe sera la différentielle totale d'une fonction des variables 
X ex y y rende identique l'équation ci-dessus; et alors, pou? 

remonter à son intégrale m, on aura M = j- > N =;ï— > d'où 

Ton déduira la valeur des différentielles partielles. 
En prenant celle de la différentielle relative à x^ par exetoiT 

pie, il viendra jp- da?= Mdo?, et par conséquent tr ==/Mdar-l- Y. 

On ajoute dans ce cas, comm.e dans celui du n**271, une fonc- 
tion arbitraire de y^ puisque l'intégration n'a eu lieu que par 
rapport à la variable x; mais ici cette fonction se détermine 
parce que la valeur de a doit satisfaire encore à Féquatibn 

dr 

L'équation u = fMdx ■+- Y donne . ' 

d«_ d/Mdx dY 
d^r"" dy dy 

Représentant /Mda: par c, on aura 

dw^dç; iY_jj 
dy^dy d/ "" ' 

dY ^ d(/ 
dy dy 



d'où Ton tirera 



et, en intégrant. 



on trouvera donc 






telle est l'intégrale de la fonction proposée. 

Ce résultat fait voir que la fonction N — -p ne doit renfermer 

que la seule variable y, sans quoi il ne serait pas vrai, comme 
on l'a supposé, que Md^ elNdj fussent les différentielles 
partielles d'une même fonction w. Il suit de là que la fonc- 

21. 
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tionN — -p> ne contenant pas or, ne doit pas varier par rap- 
port à cette quantité, et qu'ainsi 
dN dV 



d^ d^dy 
mais on a 



= OÎ 



d^if d^v dx , de --. 

et T— = M: 



dordj djda? dy d^ 

il vient donc 

d«(^ _dM ^^ dN dM_^ 



d;rd/ d/ d^ dj^ 

Cette condition, trouvée plus haut, est par conséquent la seule 
nécessaire pour assurer l'intégrabilité de la différentielle 
Mdx-4-Nd/; et quand elle n'est pas remplie, l'expression 
proposée, ne pouvant résulter de la différentiation d'une fonc- 
tion primitive à deux variables, ne saurait être une dijféreur 
tielle exacte. 

279. La fonction / ^—^ y ^^^^ écrite ainsi , 
donne successivement 



M=—I—. N 



dM_ ^'— y» __dN 



dx 
fMdx 



=/^-=/-^=-H=p)=' 



d'où 



M = arc ( lang = - j -h Y. 
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Différentiant et faisant tout varier, on trouvera 

. rdx — jrdr .„ 
<»"- V + ^^ + dY^ . 

comparant avec k fonction proposée, on aura 

dY = o, d'où Y = consté, ^ 

et par conséquent 

Soit encore la fonction 

d^ jr^ûx jréx [yàx — xd^) ^■g'.-f-j' dy^ 

X X* x^ , X* 2jr^ 

en la comparant avec la formule Mda? +Ndj, on a 

XX* X* 2y 

d'où Ton déduit 

dM _ 2J-I- v^jF^hjP 



dN 2^-H2^j?*-Hj^* X 

dx JC» ^a ^j^^yi 



X 



Ces valeurs étant réduites, deviennent 

dM 2j jr»^-2j^^ dN 

djr ~^"*"a:V^'+r'""^' 

et par conséquent la fonction proposée peut s'intégrer immé- 
diatement. On obtient d'abord 



(*) Je me suis arrêté sur cette intégration, parce qu'eUe sert^debase à. une 
démonstration très-élégante du principe de la compositicto des forces, donnée 
par Laplace, dans sa Mécanitfue céleste 
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mais rinlégralion par parties donne 

et faisant V^M^ = a, on trouve, en opérant comme dans le 
nM98, 



h 



donc 

/Md*^l«— — ,— — -^^r^-+-2» jc 



On a ensuite 



d'où il résulte Y == i 1/ -t- coim/., et enfin 

280. Les différentielles contenant un nombre quelconque 
de variables s'intègrent par une extension de la méthode pré- 
cédente, qu'il suffira d'appliquer aux fonctions de trois va- 
riables. Soit 

Md^-f-Nd^-f-Pd-s 

une différentielle de ce genre. M, N, P désignant des fonctions 
de :r, j^ et z\ en y supposant alternativement d-z, dj^, ûx nuls, 
c'est-à-dire en regardant tour à tour js, j et or comme constants, 
on doit successivement obtenir trois différentielles exactes 



DE CALCUL DIFTEABllinSI* ET DB CALCUL INTÉGRAL. 3^7 

entre deux variables, savoir, 

Md^-HNdj, Md:p-hPdz, Ndj-f-Pdz, 

desquelles il résultera nécessairement 

dM_dN dM^dP dN^dP.^^g. . 
djr dj?' dz d^' d-5 dx . 

Lorsque ces équations de condition sont vérifiées» la diffé- 
rentielle proposée est exacte et peut s'intégrer en commençant 
par opérer sur l'une quelconque des différentielles à deux va- 
riables qu'on en a déduites. Si, par exemple» on a fait à la pre- 
mière, Mdx-hJidXf Tapplication du procédé du n"* 278, et 
que le résultat soit représenté par v, on aura 

/(Md^4-Nd74-Pdz) = ('^Z, 

Z étant une fonction de z seul, et provenant des termes de la 
fonction primitive cherchée, qui ne contiennent pas x et y. 
Cela posé, si Ton différentie l'équation ci-dessus, en y faisant 
tout varier, il viendra 

-. di/ ^ di' ^ dv dZ 
dx dy dz dz 

La dernière de ces équations donne 

^ = P— — , 
d^ dz* 

d'où 

Z= /Yp — ^\ d« -hco/w^, 

dv 
pourvu que P — T" "^c contienne ni ^, ni 7 : on doit donc 

avoir 





dP 


d'f 


dP 


d'f 






dr 


dyàz °' 




ce 


qui revient à 






• 






dP 

d^ 


dM 


dP 

dr 


dN 




en 


intervertissant l'ordre des deux différentiations 


indiquées 
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sur V, et mettant pour ^- et -r— leurs valeurs M et N. Les 
'^ ax djr 

deux conditions que je viens de trouver, jointes à 

dM_dN' . 
d^ dx 

que. suppose Tintégration de la différentielle Mda?H-Ndj^, 
étant les mêmes que celles qui se sont présentées au commen- 
cement de l'article» font voir que ces dernières.sônt suffisantes 
pour constater l'intégrabilité d'une fonction différentielle quel- 
conque à trois variables; et lorsque ces conditions ne sont 
pas satisfaites, la proposée ne peut dériver d'aucune fonction 
primitive rjenfermant le même nombre de variables indépen- 
'dantes* 

En général, îl est visible qu'une différentielle exacte com- 
prenant n variables, doit présenter ^^^ '' différentielles 

exactes k deux variables, ce qui fournit un pareil nombi^e d'é- 
quations de condition; et de là on peut s'élever aux conditions 
que doivent remplir les différentielles des ordres supérieurs : 
mais elles s'offriront presque d'elles-mêmes, dans leCalcuI des 
variations, qui entre dans le plan de cet ouvrage, c'est pour- 
quoi je ne m'y arrêterai pas ici (*). 

281. Le procédé suivi pour obtenir, dans le n® 278, l'expres- 
sion de g— > équivalente à -^^-j ? conduit à une formule 

très-utile, qui apprend à différentier sous le signe /, p'ar rap- 
port à une autre variable que celle à laquelle il se rapporte. 
En effet, l'équation 

dV dM 

dxilX ^X 
revenant à 

d— ' d — 

dr dM . dr , dM. 

-T-^ = "j— > donne -i-^d^=-r--d^, 
dx dx dx dx 

(*) Voixes d'atUeurs le Ttaiiéin-f^^, tome 11, paçe 232- 
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et chacun des membres de cette dernière étant intégré par 
rapport à Xy il vient 

:î-=I-3— dx ou -^ — — =l-3— do:, 

en remettant pour v sa valeur /M dar (*). 

De l'intégration des équations différentielles à denz Tariables. 

De la séparation des variables dans les équations différen- 
tielles du premier ordre, 

282. Dans ce qui précède, j*ai supposé que les coefliciénts 
diderentiels de la fonction cherchée étaient exprimés immé- 
diatement par le moyen de la variable indépendante; mais le 
plus souvent on n'a qu'une équation différentielle qui renferme 
a.ussi cette fonction. Pour le premier ordre, Téquation diffé- 
rentielle, lorsqu'elle est du premier degré par rapport à dj; et 
à dj^, a nécessairement la forme Mda: + Ndj^=o, et elle 
exprime, ainsi qu'on Ta fait voir n*» 48, une relation entre la 

d >■" 
variable x, la fonction y et son coefficient différentiel j^- 

fxx 

{*) Leibniti, à qui ce théorème est dû, Vappelait dijferentiatio de curvâ in 
cttrvom, parce que, dans la question qu'il se proposait de résoudre, il passait 
d'une courbe à une autre de môme espèce, en faisant varier une constante. 

On y parvient aussi en chercliant immédiatement la différentielle de /Mdx, 
par rapport à j"; car il est évident que pour obtenir cette différentielle^ il faut 
substituer x-hày à /* dans la fonction /Mdx, qui devient alors 

r/M-t-^dr-i-etc.jd»=/MdxH- fijdxdj'-hetc. 

= /MdxH-dr r^dx-hetc, 

puisque le siçne / n'est relatif qu'à la variable x : on aura donc 

d/Mdx_ ri^d, 
d^ '^ J àj 

Ici les intégrales sont supposées indéGnies, les autres seront considérées dans 
la note E, à la fin de l'ouvrage. 
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Le moyen qui s'est oITen le premier aux analystes, pour dé- 
couvrir réquation primitive dont celle-ci tire son origine» a été 
de chercher à séparer les variables, c'est-à-diré à ramener 
réquation Mdj?-4-Nd/ = o à la forme Xdar-h Ydj^ = o, 
X étant une fonction de x seui, et Y une fonction de y seuh 
En effet, lorsqu'on est parvenu à ce point, les termes X d or et 
Ydj^ s'intègrent par les méthodes enseignées précédemment, 
et l'on a /Xd:p+/Ydj=C, C désignant une constante 
arbitraire. 

Pour donner un exemple des cas où l'équation différentielle 
se présente immédiatement sous la forme ci-dessus, soit 
af^^X'\-y*Ay=-o'y on trouvera sur-le-champ 

\-^ — =c. 

m-\-i /n-i 

Si réquation proposée était ^dar—<rd^=o, la séparation • 
serait facile à effectuer, car Ton voit qu'en divisant par xy^ on 

d^ d 'V* 
trouverait ^^ = o ; prenant séparément l'intégrale de 

X y 

chaque terme de cette dernière, on aurait la: — 1^=C, ou 

X 

1 - =C; et puisque l'on peut regarder la constante arbitraire 

X 

comme un logarithme, on en conclurait 1 - = 1 c. En passant 

X 

aux nombres, il viendrait - = c, ou j? = cr. 

r 

Après cet exemple, on reconnaît sans peine que la sépara- 
tion des variables s'effectuera de la même manière dans les 
équations Y d:r—Xdr = o, XY,dj: — YX,d^=o; car la pre- 
mière donne 

Ax d^ 



et la seconde 



Xdor Ydr 

"xr-"n?r=^- 



En général, si, lorsqu'on prend la valeur de -^ dans l'équation 



Ax 
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proposée, on trouve -p- = XY, il est facile d'en tirer 

et par conséquent 

fXdx-J^=C. 

283. Il y a encore un cas très-étendu où l'on sépare facile- 
ment les variables ; c'est lorsque M et N sont des fonctions 
homogènes de x et de/. On s'appuie pour cela sur ce que, si 
dans une fonction algébrique des quantités x, y, z, etc. y où la 
somme des exposants de chacune de ces lettres est la même 
pour tous les termes, et égale à m, on substitue Pxdy, 
Qx d z, etc., le résultat sera divisible par x*. En effet, 
un terme quelconque de celte fonction étant de la forme 
Xafyi»z9 .. , , ,, deviendra, par la substitution indiquée» 

AVpQ9 s^p+r**^^; mais par l'hypothèse on a, dans tous les 

termes, n -^p -i- ^ -|- etc. . . .= m : donc x^ sera facteur com- 
mun. Il suit de là que si la fonction proposée était égalée à 
zéro, ou bien qu'elle fût une fraction ayant pour numérateur et 
pour dénominateur deux polynômes homogènes du même de- 
gré, la quantité j; disparaîtrait entièrement du résultat. 

D'après ce qui précède, il suffit de faiie yz=zxz, pour sépa- 
rer les variables dans l'équation Mdjr-HNdj = o.En effet, les 
fonctions M et N prennent la forme Za:*, Zxxr, Z et Z, ne ren- 
fermant que la nouvelle variable z\ divisant alors par ar', et 
mettant pour djsa valeur, zdx-k-xdz/û vient 

Zdor-i-Z, [zdx -h x&z) =6, 

résultat qu'on peut changer en 

àx Zidz 



et d'où l'on tire 



/^-/ 



Z-HzZ, 
Z.dz 



= o, 



=;=C. 



Z-f-^Z, 
J'appliquerai d'abord cette transformation à l'équation 
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qui devient 

en passant tous les termes dans un membre; j'aurai 



ou 

1 ^ _L- I _; 



I^-h I '^ — : = C. 



L'inlégrale / ^— ^ — -; peut se simplifier en observant 

que 

zdz iizûz — n&z . I nAz 



I — 7iz-f-ij»"^2 I — nz-hz* 2 1 — nz-hz^' 
car il vient alors 

1j? + -1(i — Tiz-h-sM-i-- I -n r^i = C- 

2^ ^ n. J i — nz-hz* 

L'intégrjale qui reste à obtenir dépendra des logarithmes si 

-> I, des arcs de cercle si - < i, et sera algébrique si - = i. 

2 2^ 

Je ne rapporterai que le résultat relatif à ce dernier cas: 
nAz 



i 



. : devient alors 

^-^, = -^, \[i-nz^z^)^\[i-z)\ 
(i — zY I — z ^ ' 

I 



h 



et l'on a par conséquent lar-hl (i — 2) h- — — = C, ou 

\{x — y) H = C, en remettant pour z sa valeur -• 

x~^y . X 

X 

Le terme peut être changé en un logarithme, en ob- 

X — y 

servant que, par la définition des logarithmes népériens, une 

quantité quelconque u est le logarithme du nombre ^; et 

d'après cette remarque, on écrira Téqualion précédente sous 

la forme 

X 

1 [x—y] 4" 1^*^ = 10, 
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dont<>n déduit successivement 

l.[x — 7*)e*-^=lc, . et (x — jr)e*-r=ic» 

Il est à propos de faire attention à cette manière de passer des 
logarithmes aux nombres» parce qu'on l'emploie souvent. 
Soit encore à intégrer Téquation 

EaUîs9jïly=xz, et divisant par j? tous ses termes» réunis 
dans un seul membre, on uouvera 



Ax ^i-f-z' — xdz = o, 
ce qui donnera 



: = o. 



On obtiendra ensuite, par Tintégration de chaque terme en 
particulier. 



et remettant pour z sa valeur ^ , il viendra 

=^j ou — jr'k'^x^'hy^=Cy 

en multipliant les deux termes du premier membre par 
X — ^x* -f-j* : fiaiisant disparaître le radical, on aura enfin 

284. L'équation 

{a'^ntX'k-ny)ûx + {b'hpx^-qjr)Ax=o 

peut facilement être rendue homogène. En substituant i -f-« à 
la place de j:, et w-i-p à celle de y, ona da:=:d^ dy = du, 

(a-hma-^n^-^-mt-i- nu) ûi 

-^{b -^ pa -h qp -hpt -^^ qu) du =10; 

on fait disparaître les termes constants, en posant les équations 
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a-+-ma-4-np = o, A-f-/>a-f-5P = o, au moyen desquelles on 
détermine les.quantitésaetp, et i) reste alors l'équation dif- 
férentielle 

[mt-hnu) dt-hipt-^qu) dM = o, 

homogène par rapport aux nouvelles variables u et t. 

La transformation précédente est la même que celle dont on 
se sert pour changer Torigine des coordonnées sur un plan 
( Trig., 122) : elle ne donne aucun résultat quand mç — np =0, 
cas dans lequel. les valeurs de a et de p deviennent infinies; 

mais alors on a qc=^j d'où 

px'hqy=^{mx-hnx), 

et réquation proposée se changeant en 

adx^-bdy-hlmx-^ny) (d:r-f- — d/| =0, 

il suffit de faire w^i? + /17 = ^, pour y séparer les variables. 

En substituant cette valeur, ainsi que celle de d/, qui en 
résulte» et dégageant ûx, on trouve 

, , [bm-hpz)dz 

équation dont l'intégrale renfermera des logarithmes, excepté 
lorsque mn — pm=o, d'où il résulte 

La substitution de z, au lieu de nuv-^njr^ a changé l'équa- 
tion proposée en une autre où l'une des variables n'entre que 
par sa différentielle; et il est facile de voir que, quelle que 
soit l'équation sur laquelle on ait produit cet effet, on pourra 
lui donner la forme d^ + Zd^ = o, Z étant une fonction de z 
seul, et qu'on en tirera ^ +/ Zdz = C. 

285. La séparation des variables s'opère d'une manière très- 
simple sur l'équation dj+ Pjd j? = Q dx, dans laquelle P et Q 
désignent des fonctions quelconques de x. En y substituarnt 
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\z etxdX-H Xdjs, au lieu de j^ et de dy^ elle devient 

^dX4-Xdz-|-PXzd^ = Qd:r; 

la quantité X étan| considérée comme une fonction indéter- 
minée de x^ il est permis d'en disposer pour partager l'équa- 
tion précédente en deux autres où les variables puissent se 
séparer : or il est facile de voir que cette condition sera rem- 
plie si Ton faitXdz-|-PX;8dar=:o, cequi donne ^dX=Qdjr. 
En divisant la première de ces équations par X, elle se réduit 

ûz 
à d^-hPzda?=o; on en tire HPdj?=o, lz-f-/Pd:r=lc, 

et en passant aux nombres (283), x=:cerS^^. Prenant ensuite 
la valeur de dX dans la seconde équation, après y avoir sub- 
stitué celle de z que l'on vient de trouver, on aura 

dX = -e/P^Qdjr, X = i/^/PdxQdx-{-C, 
c c^ 

et par conséquent 

y= ^/W'(/e/P^-Qd:r + C), 

puisqu'on peut changer en C le produit arbitraire Ce, ce qui 
montre qu'on aurait pu faire le = o. 

L'équation dy + P/da? = Qd j?, remarquable parce que la 
variable y et sa différentielle ne s'y trouvent qu'au premier 
degré, s'appelle, à cause de cette circonstance, équation linéaire 
du premier ordre, dénomination que j'ai cru devoir changer 
dans celle Adéquation du premier degré et du premier ordre (*). 

286. Les premiers analystes qui se sont occupés du Calcul 
intégral classaient les équations différentielles par le nombre 
de leurs termes. Dans celles qui n'en ont que deux, et dont la 
forme est par conséquent f^u^z^dz = au'zïdu, les variables se 
séparent sur-le-champ, puisqu'on en tire pz^-fdz = oLU'^fdu; 



(*) Le mot linéaire est impropre; il est relatif à la Géométrie, et en Tappli» 
quant aux équations, on a eu en vue la ligne droite, dans réqualion de laquelle 
Tordonnée et Tabsdsae ne se trouvent qu'au premier degré : on ne saurait donc 
regarder comme linéaires des équations telles que dr + P/dxis Qd«, qui 
appartiennent le plus souvent à des courbes transcendantes. 
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mais il n'en est pas de même des équations à trois termes 
comprises dans la formule 

yu^z^dz -h puSz^du=: au'zfûu. 

On peut lui donner une forme plus simple en divisant tous 
ses termes par yu^zf; elle deviendra 

z*-/dz -H &i^-'2*-/da = -a*-'dw ; 
7 7 

supposant ensuite 

Z^-fiz = j ^-; y U^-^dU = ;-- > 

on aura 
d'où 

(g'— i-hi)7-^ (g— '-H07 

et en faisant, pour abréger, 

A—/ « — ' 
> -=^2; — = n, r-; — = m, 

il en résultera l'équation d7-f-6y*d^ = iuf da?. 

287. Le cas le plus simple, après celui qui rentre dans l'équa* 
tion du premier degré, est celui où n = 2 ; on tombe alors 
sur l'équation djr-hbj^dx = €uxfdx^ traitée pour la première 
fois par Riccati, géomètre italien, dont elle a conservé le nom. 

Les variables se séparent immédiatement dans cette équa- 
tion quand m = o ; elle devient dy-h by^dx = adx, et donne 

a — bf 7,s[â\sja'\-ysfb ^—ys/bj 
-On trouve,. fn intégrant, 

2^ab \^a — yybj 
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Pour chercher à rendre la même équation homogène» op 
fait/= s^ ; elle se change en 

Ar^*-' d^ 4- bz*^dx =: aafdXy 

et prendra la forme demandée si k — t = ixkt=m^ ce qui 
donne A* = — i , et suppose qu'on ait m = — a $ il vient alors 

dz bAx aAx 



x" 

le ne m'arrêterai point à Tintégration de cette dernière équa- 
tion , mais je passerai à une transformation plus générale, celle 
qui résulte de y = kx^ -h x^z. On trouve dans cette hypothèse 

d^-rr: (/>A«^* H- ja:«"'z) dar -h«*d>y, 
7»d JT = ( A'xV -4- 2 A j:^+f z -h ar»f z*) d JT, 

et par conséquent 

x9dz -h (qx^' -h aft Ax'+f-l- bx^z) zdx 
-I- [pkxP-' -H 6 A»xV) dar = œnrAx. 

Cette équation se réduira elle-même à trois termes, si Ton a 
les suivantes : 

p — i = a|>, />A-+-6A» = o, q — i=p-4-<y, j-+-a6A = o. 

La première et la troisième s'accordent à donner /i = — i ; on 

tire de la seconde et de la quatrième A = Tt 9 = — 2» valeurs 

qui conduisent à ^== j — | — j» 

d^ 
ar"»djB-+-ijr-*-5'dj; = ar"dj: ou d2-+-6z*--T- = ^"^"*"*d*» 

t^ moyen réduira l'équation proposée à l'homogénéité si 
m = — a, et il montre de plus qu'on pourra séparer les va- 
riables si m = — 4> puisqu'on aura dans ce cas 

. /r , ^^X . ÛZ ÛX 

^ ' x^ oz* — a X* 

Si dans l'équalion dz-k-bz^ — ^ ax^^dx^ on fait j5=/^> 

X Jr 

iî* éd. I. ^ 



338 TBAÎTÉ ÉLÉMENTAIRB 

^il viendra 

— dy-\-b-^ = a/'x^'^*dx ou û/'hay'af'-^*dx = b-^: 

dx' 
posant ensuite ar"+* d or = — --=» on trouvera 

jc»^-» — a:', dx = — ^—^ x'"^' dx*, 
' m-f-3 

puis faisant, pour abréger, 

a ,, b , ^ m + 4 , 

on tombera sur l'équation 

semblable à la proposée» et par conséquent susceptible des 

mêmes transformations : la séparation des variables y et x^ 

I z' 

sera donc possible, après la substitution de y^^yzf'^'zri^ 

si m'=r — 4* 

Si cette condition n'avait pas lieu, on ferait encore» dans la 
transformée en z', 

z' = p, x'-'^^=x% 



m' -h 3 • m' -H 3 ' /n'-f-3" 

ces expressions, pareilles aux précédentes, conduiraient né- 
cessairement à l'équation 

^f'^b^j^^dx^^oTx^'^'dx'', 

encore semblable à la proposée, et susceptible de la séparation 
des variables, quand m'^= — 4- 

En poursuivant de cette manière , on parviendrait à une 
équation séparable, si dans la suite des exposants 

m, m' =±: — -5 , m'^^r — ^-| , m''— ;?-- f t etc., 

m -h 3 m'-f- 3 m^-\- 3 
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il s'en trouvait un égal à —4. En supposant successivement 
que ce soit m, m', m\ m", etc., on obtient pour m les nom- 

hrpc 4 8 12 16 

ures —y, — -, — -§-» ""Y' ^^'^•> compris dans la formule 

4/ 
21 — t 

i désignant un nombre entier positif quelconque. Cette for- 
mule donne aussi la valeur m = o, remarquée dans le numéro 
précédent ; la valeur m = — 2 répond à i infini (*). 

Ces cas ne renferment pas encore tous ceux que Ton sait 
déduire des transformations précédentes. Pour en trouver une 

nouvelle série, il suffit de commencer parfaire r=- dans 

(*) On arrive directement à là forme générale de m, en rapportant à cette 
quantité les Taleurs de m', m", etc. j car en mettant la taleur de m' dans tfàU 
de m", puis le résultat dans la valeur de m'^, et ainsi de suite, on trouve 

— r— w«-4-4 .„ 3m + 8 -, 5m-f-ia 

Znirî* >» = —^y m*'r= — -—-J- — , etc., 

et de là on conclut qu6 

>i»(0 =r - (^ t — i)mH-4«\ 
lf»i-f-2i-+-i 

Cette valeur se vériae par la relation 

m<')-i-3 («•H-i)m-+-2(iH-i)H-i • 

qui fait voir que la loi, ayant lieu pour un nombre quelconque i, aura lieu pour 
le suivant i-f-i. 

L'équation proposée étant intégrable quand l'exposant de * dans le second 

membre est nul, si l'on fait im<*^ = o, on trouvera 

4^ 
al— 1' 

Quand m<*'^ = — 4, on obtient 

ai-+-i 2(14-1) — I* 

ce qni indique «ne transformée de plus que dans le cas précédent, et reviwit k 
poser #ii^''*''^ = o. 

22. 
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la proposée, ce qui donnera 

et posant 

' m-f-i m-hi m-j-i 

il en résultera 

d/-h 6y dor' = a' or'*' d^'. 

Cette nouvelle équation, étant semblable à la proposée, est 
aussi susceptible des mêmes opérations ; c'est-à-dire qu'en y 
faisant 

_i_ il 



y — A'w "^ ^'ï' 



et continuant comme on Ta indiqué pour les premiers cas, on 
parviendrait à une transformée séparable, si le nombre m' était 

quelqu'un de ceux que comprend la formule e — » et 

par conséquent, si Ton avait 

m 4' 

m-f- 1 21 — I 

On tire de là 

4' 

m = 7- , 

21+1 

et donnant à i les valeurs i, 2, 3, etc., il vient la suite des 

nombres 

4 8 . 12 16 

— ^ï — ï» — — 9 , etc. 

3579' 

Il suit donc de tout ce qui précède que l'équation de Riccati 
est séparable quand l'exposant m est de la forme ~_^ 9 com- 
prenant o et — 2. 

On pourrait multiplier davantage les exemples ; mais toutes 
ces équations particulières, d'une forme bizarre le plus sou- 
vent, ne se rencontrant jamais dans les applications, n'offrent 
aucun intérêt. Je passerai donc à une autre méthode, due à 
Euler. 
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Recherche du fàctear propre à rendre intégrable une équation 
différentielle du prenuer ordre. 

288. Il faut se rappeler qu'une équation difTérentielle n*est 
pas toujours le produit immédiat de la difTérentiation d'une 
équation à deux variables, mais qu'elle résulte en général de 
l'élimination d'une constante arbitraire entre l'équation primt^ 
tive, dont elle tire son origine, et la différentielle immédiate 
de cette équation (53). 

L'élimination s'effectue sur-le-champ« lorsque l'équation 
primitive est sous la forme u=zc, u désignant une fonction 
quelconque de a? et de j; car, en dîfférentiant, on adtf = o. 
Si la fonction du n'a aucun facteur par lequel elle puisse êtr^ 
divisée, elle conservera la forme de différentielle exacte à deux 
variables, et pourra par conséquent s'intégrer par le procédé 
du n* 278. 

289. Lorsque l'équation primitive n'est pas sous la forme 
u=c, ou que la différentielle dii:;=o renferme des facte^r^ 
qui disparaissent, l'équation du premier ordre qui en résulte 
n'est plus immédiatement intégrable. Si l'on avait, par exem- 
ple, u=jr — cx = Of on trouverait ûu^=.dy — cdjp=o, et 
éliminant i7. Il viendrait xd/ — ^dj:=o, équation qui ne sa- 
tisfait pas à la condition d'intégrabilité, puisqu'elle donne 

M V <*M dN 

Hais si l'on dégage la constant^ c, on aura^ = c, et en difl^ 

X 

rentiant, — T T ^ -_. q . g^yg ^g^^g forme 
x^ 

M=— ^, N=-, 1*?=:_JL=:1^: 
x^ X dy x^ dx' 

on vQit donc que Tintégrabilité de l'équatiofi xûjr-^xdx^^Q 

tient à la restitution du facteur -t-9 qui a disparu dans l'élimi- 
I x^ 

nation de la constante arbitraire. 

En général, toute équation différentielle à deux variables^^ 
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dans laquelle les différentielles ne passent pas le premier de- 
gré, est susceptible de devenir une différentielle exacte, parle 
moyen d'un facteur, si elle répond à une équation primitive. 
En effet, soient 

Mdar-hNdj = o et w = c, 
réquation différentielle proposée et son équation primitive; la 
première doit donner pour -p- la même valeur que 

différentielle immédiate de la seconde : il faut donc qu'on ait 

* 

du du du 

M dor ., , dr dx 

-N=--d^' " ir=^' 

dj 
et nommant z ces derniers quotients, on en conclura 

do? ' dj . 

On déterminerait ainsi le facteur z, si l'intégrale de l'équa- 
tion proposée était connue, puisqu'il suffirait de résoudre cette 
intégrale par rapporta la constante arbitraire, afin de lui don- 
ner la forme u = c; et comme on verra bientôt que toutes les 
équations différentielles à deux variables admettent nécessai- 
rement une intégrale complète, au moins sous la forme d'une 
série, il s'ensuit qu'il existe, au moins soujs cette forme, un 
facteur propre à rendre différentielle exacte l'une quelconque 
de ces équa^ons. 

S90. Quand l'intégrale n'est pas connue, on n'a pour déter- 
miner le fac^ur z que la condition 

d.Mz _ d.^z 
djr dx 

fi laquelle doit satisfaire M^d^ + N.3dj^=rdir, comme diffé- 
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rentielle exacte; et en développant cette conditian, on trouve 





^d*_^ dM i^dz^ dN 
d^ dy àx dx 


ou 




(A) 


«t N-' + fî" ',<'), = 



Si l'on pouvait, en général, tirer de Téquation (A) une va- 
leur de Zy l'intégration des équations différentielles quelcon- 
ques du premier ordre s'effectuerait par le procédé du n* 378; 
mais cette équation est presque toujours plus difficile à traiter 
que la proposée, puisque la fonction z qu'elle renferme, dépen- 
dant de deux; variables, a deux coefficients différentiels, et 
qu'elle est par conséquent de l'espèce de celles dont la forma- 
tion a été indiquée n^ IM. Je ne saurais^ pour le moment, en- 
treprendre sa résolution, qui, comme on le verra dans la suite, 
ramène au point d'où l'on est parti; mais je vais montrer 
encore quelques-unes des propriétés du facteur z. 

Il esta remarquer que lorsqu'on connaît une valeur de z, on 
en déduit une infinité d'autres, en observant que si l'on mul- 
tiplie les deux membres de réquation^Mdj7 + zNdjr=dtt» 
paruDefomtion quelconque de ic, que je désignerai.par 7 (u}, 
les deux membres du résultat 

2f(w)Mda?-4-JKy(i«)Ndj=f (tt)d«i, 

seront aussi des (Uilérentielles exactes; ainsi z étant un facteur 
propre à rendre intégvable l'équation Mix -*- Ndj =±= a, le pro- 
duit Zf{u) jouira de la même propriété. 

Il suit de là que.si l'on parvenait à découvrir deux facteurs 
distincts, propres à rendre intégrable l'équation différentielle 
proposée, on aurait sur-le--champ son intégrale ; car Tun de 
ces facteurs étant pris pour ^, l'autre serait de la forme Zf{u), 

et en posant -?iî^ r=e, on en conclurait ^(u) = c, ce qui 

revient à £^= COI»/. 

391. Il y a des cas où le facteur z ne doit renfermer que 
l'une des variables x ou 7, et alors il est aisé d'en obtenir 
l'expression au moyen de l'équation (A). Supposant en effet 
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dans cette équation» y^=^^f ^'^^ deviendra 



^dz . /dM dN\ 
dj? \d/ axj 



et l'on en tirera 

dz_i/dM dN\. 
T""NV"d?"^dF;^^' 

équation qui aura lieu si la quantité 

I /dM dN\ 

N\dr <J«/ 
se réduit à une fonction de x. En représentant cette fonction 
parX, et en intégrant, on trouvera 

lz = fXix, ou j5 = e/«^ (283). 

Cette formule s'applique à l'équation 

ûx-^Vxàx=QAx, 
puisqu'il vient 

M=Pr-Q, N = ,. ^(^-^)=P. 

et par conséquent z = 6^*^. Multipliant ensuite Téquation 
dj^4- Vydx — Qd^ = o par e>^*», on trouve 

intégrant le terme é^Ay, par rapport à y, on obtient 
tt=:7e>^<>'-4-X, X étant une fonction de x, déterminée par 
l'équation 

de laquelle on tire 

et par conséquent 

ou, comnfe dans le n** 285, 

y = e-/'^ (/«/'««-Qd^ + C). 
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Je ne m'arrêterai point au cas où le (acteur s ne devrait ren** 
fermer que la variable j; on voit aisément que son expression 
serait alors 4( =e^^/» en faisant 



. /dN_dM\ 



et que ce cas n'aurait lieu qu'autant que Y serait indépendant 
de a?» 

292. II existe» entre une fonction homogène et ses coeffi- 
cients différentiels» des relations particulières qui facilitent 
beaucoup l'intégration. 

Si V désigne une fonction homogène de ^, y, elc, et qu*on 
y substitue te, Ij, etc., au lieu de ar, y, etc., elle prendra* 
nécessairement la forme I* V, m étant la somme des exposants 
des variables dans chaque terme (283). Supposant ensuite que 
/= i4-fir» on aura (i -h gr)-V au lieu de V; dans la même hy- 
pothèse JF, X, etc. se changeront respectivement en 

et mettant gx pour A, gypout /r, dans la formule du n» M, on 
parviendra à cette équation 

„ dV dV 



I /d^V d^V d'V \ 



=ll-»-ff)-V 



) 



4- etc. 

En développant le second membre, et comparant ensemble les 
termes affectés de la même puissance de l'indéterminée gr» on 
aura 

etc. 
293. Au moyen de ces relations, le facteur z se détermine 
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assez'fecilement dans les équatk)ns>dillér^aiieltes homogènes. 
Voici coimnent M. Poissoa y est parvenu, par un procédé 
pins exact que celui dont Euler avait fait d'abord usage* 

Si Mda;-f-Ndj^ = o est une équation homogène, et que la 
somme des exposants de ^ et de / dans M et dans N soit égale 
à m, en svipposant que z soit aussi une fonction homogène du 
degré /i, et faisant M2d^-HNzdjr=da, il résulte dès théo- 
rèmes du numéro précédent que 

d[Mz) d{Mz) , . ,T^ 

mais il faut, pour que la différentielle proposée soit exacte, 

•que 

d(Mz) di^z) 

dy dx 

équation qui fournit le moyen de chasser -K — - de la; précé- 
dente» qu'elle change en 

d(Mz) dfNz) / " vw 
dx dx '^ ^ ' 

Cela posé, il est visible que 

d(M^x) _ d(Mz) . d(Nzr) _d(Nz) 

dx- — lû"'^'*""^' ~dï dx ^' 

l'équation trpiivée plus haut peut donc s'écrire ainsi : 

d(Mzj?) , d(Nzr) , , . ,„ 

or, l'exposant n étant indéterminé, si Ton fait 
m + w-h i = o, 



il en résultera 
d'où ' 



d(Mzar) . d{Vlzr) _ 
dx ■* d^"^''' 



il est d'ailleurs évident qu'on peut faire c s= i , ainsi ^ •. . k^ 
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sera un des facteurs propres à rendre intégrable Téquation 

Mdx-4.Nd7==o{*). 

Des équations du premier ordre , dans lesquelles les différentielles 
passent le premier degré. 

29&. Par la génération des équations différentielles, dont j'ai 
donné plusieurs exemples, n° 53, on voit qu'il peut s* en pré- 
senter dans lesquelles les différentielles passent le premier 
degré. La formule générale de ces équations est 

d/'-f-Pdj^'darH-Qdj^«dar« . . • -f-Tdjd j;r*-»-|-Ud^=o; 

si on la divise par la plus liante puissance de ix, elle deviendra 

dr 
en la résolvant par rapport au coeflicient différentiel j=^ï et 

désignant p^rp,p',p'\ etc., ses racines, on aura 

dx-'P=°' af-^'=°' 5^-/'"=°' «*^" 

résultats qui pourront tous se traiter par les tnéthodes précé- 
dentes, puisque les différentielles ne s'y trouvent qu'au pre- 
mier degré. L'intégrale de chacun d'eux sera aussi l'intégrale 
de Véquàtion proposée, qui sera encore' satisfaite par les va- 
leurs tirées de l'équation formée du produit de toutes ces inté- 
grales. 
En effet, la proposée étant équivalente à 

(3|-^)fê-^')(K-'-) — 
sera vérifiée par toutes les équations qui annuleront un d% ces 



C*^ ) On a sopposé ici que le facteur s était iine fonction homogène, mais on 

justifie cette hypothèse, en montrant que la différentielle -7; 5 — est 

Mx -f- riy 

exacte toutes les fois que M et N sont des fonctions homogènes. ( Vores le Traité 
în-4°y tome II, pajre 266. ) On trouve, à la page suivante du même Tolurae, la^ 
détermination à postetiori du facteur z, d*après la séparation des T9riables. 
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facteurs. De plus, si Ton considère qu'une équation primitive 

de la forme 

MNP . . . = o, 

n'a lieu que par Tanéantissement successif de chacun de ses 
facteurs, on en conclura que la différentielle immédiate de son 
premier membre, savoir, 

dM.NP...+dN.MP...-f-etc. =o, 

se réduit toujours à un seul terme ; car si Ton prend, par exem- 
ple, M= o, il ne restera que dM . NP, . . =o, ou seulement 
dM = o: réquation MNP...=o vérifiera donc l'équation 
différentielle à laquelle satisferait Téquation M = o. 

Les deux exemples suivants, quoique très-simples^ éclairci- 
rom toutes les difficultés que pourrait renfermer l'énoncé ci- 
dessus. 

295. I®. Soit df — a'da;'=o; cette équation se décompose 
en djH-ad^ = o, dj — adx = Oy dont les intégrales sont 
j^H-aa? = c, X — ax = {/; et il est facile de voir que chacun 
de ces résultats satisfait à la proposée. L'équation 

(y-hiUP'^c) (x — ax — c') = # 

y satisfait aussi; car elle donne 

iX-é-aa; — c) {dx—ada:)'-^(x—ax—c') {dX'¥'adx)=o, 

d'où 

et mettant successivement, au lieu de/, ses valeurs c — ax, 
c'-^ax, on trouve 

d/=t— fldo:, d/=-|-adar. 

L'intégrale (x-^ax — c) [x-^ax — c')=o, renfermant deux 
constantes arbitraires et irréductibles, paraîtrait plus générale 
que celle des autres équations du premier ordre qui ne com- 
portent qu'une constante; mais 11 faut bien faire attention que 
chacun de ses facteurs doit être considéré isolément, et qu'on 
n'en tire pas d'autres lignes que celles qui résulteraient d'une 
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intégrale renfermant une seule constante, dont cette équation 
est aussi susceptible* Cette dernière intégrale s'obtient en fai- 
sant Ay^=mà.x dans réquation différentielle d^ — a»da:'=o, 
qui se change en m'— ^a' = o, ce qui détermine la quantité m, 
dont il faudrait ensuite substituer la valeur dans l'intégrale 
de d^= md^, qui est /=/?u: + c. Il suit de là que l'inté- 
grale de la proposée est le résultat de l'élimination de n», entre 

les équations 

j=ma:-f-c, m* — a* = o, 

desquelles on tire 

/ii = i^ — - et l"^ 1 — a'=o. 



:=!£ et lrzil\^a^=, 

X \ X ] 



La dernière étant du second degré, donne, pour chaque valeur 
particulière de la constante c, deux lignes droites, inclinées 
dans des sens différents, par rapport à Taxe des x\ c'est aussi 
tout ce que fournit l'autre intégrale, 

[y-^rox — c) [y — CLX — c') = o, 

excepté que chaque fkcteur ne représente que les lignes incli- 
nées dans le même sens; mais comme en donnant séparément 
4 c et à c' toutes les valeurs possibles, ces quantités passeront 
nécessairement par les mêmes degrés de grandeur, si l'on 
assemble les droites correspondantes aux mêmes valeurs des 
constantes c et c'y on retombera sur les solutions comprises 

dans l'intégrale y ^ | — a'=o, qui ne contient que la 

seule constante c. 

II est bon d'observer que toute équation ne renfermant que 
d/, d^ et des quantités constantes, peut être intégrée en y 
faisant, comme ci-dessus, dy=:mda:, 

2®. Soit encore l'équation d/* — arda;'=:o; on en tire 
d^ H- di? ^ aï == o, dj — d x sfâx = o, et en intégrant, on 
aura 

2 JL A ail 

/-h^a* ^' — t? = o, y — 3^*^' — c' = o. 

Ces équations, ainsi que leur produit, pourront être considé- 
rées séparément comme des intégrales de la proposée; mais 
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ce cas diffère du précédent, en ce que les radicaux que con* 
tiennent les deux intégrales obtenues forment entre elles un 
lien qui permet de les comprendre toutes deux dans une 
même équaUon, avec une seule constante; car, si Ton fait dis- 
parattre le radical dans l'équation 

7 + ^VS^— c = o, 

on obtient (y — c)» =^ax*. Ce résultat est encore l'intégrale 

de réquation proposée, à laquelle il conduira immédiatement 
parTélimination de e. Il appartient à une espèce de paraboles 
dont chacune des équations irrationnelles ne présente qu'une 
branche; et le produit de ces équations ne répondrait qu'à des 
groupes de branches appartenantes à des courbes difTérentes, 
mais qui, étant rassemblées deux à deux pour les mêmes va- 
leurs des constantes, ne donneraient rien de plus que l'inté- 
grale rationnelle. 

296. Ce qui précède faisant dépendre l'intégration des équa- 
tions où les différentielles passent le premier degré, de la ré- 
s<rfution des équations algébriques, pour laquelle on est bien- 
tôt arrêté, voici quelques procédés qui, dans certains cas, 
peuvent éluder, au moins en partie, les difficultés que pré» 
sente la résolution de l'équation différentielle proposée, par 

rapport à j^. 

Quand cette équation ne contient avec -p- que l'une des deux 

variables, x par exemple, et qu'il est plus facile de la résoudre 

dr 
par rapport à x que par rapport au coefficient —j que je re- 

présenterai, pour abréger, parp, on en tire d'abord :rz=P, 
P désignant une fonction quelconque dep; et comme l'équa- 
tion -p-=/i donne d/=/>dar, d'où y=px — /xdp + CfSl 
l'on met pour x sa valeur P, il viendra 

X^zVp—fPdp-^C. 
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Alors rélimination de/?, entre les deux équations 

conduisant à une équation primitive entre x, y et la constante 
arbitraire C, donnera l'intégrale demandée. 
Soit» par exemple, 

xdx -h aûx=^ b ^d^»-h- d/*, ou x + ap = b Vï"+-p% 

dr 
en écrivant p au lieu de -^ ; cette dernière équation donne 

\XX 

immédiatement 



x= — ap + b \Ji -^p\ P = — ap + b ^H-/>% 
et par conséquent 



y = bp VM-p» ap'—b/dp v^i -f.p«H- C. 

297. Quand les deux variables entrent en même temps dâods 
réquation proposée, mais que l'une d'elles, 7* par exemple, 
g'y monte qu'au premier degré, si Ton prend alor9 la valeur.de 
f en 4? et p, on en tirera 

dj^ = Rdj?-f-Sd/>, 
d'où il suit 

pAx^Héx-hSip ou (R — /i) dar-|-Sd/i=o; 

et si l'on parvenait à intégrer cette dernière équation , on 
aurait, entre />, x et une constante arbitraire, une relation 
au moyen de laquelle, chassant /? de l'équation proposée, on 
obtiendrait une équation primitive qui serait l'intégrale cher- 
chée. 

Quand la variable x ne s'élève pas non plus au delà du pre- 
mier degré, l'équation proposée, étant alor$ de la forme 

yz^iHx + V, 

où N et P désignent des fonctions de /?, conduit à une différen- 
tielle analogue à l'équation traitée dans len'^SSS; mais, pour 
plus de simplicité, bornons-nous au cas particulier 
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0nad7=/>d:r-h Ix-h^jàp; ei puisque ûx=pdx, il 

reste Téqualion (^+^ ) àp = o, qui se décompose en deux 

facteurs ^ + -r- =0, d/7=o. Le premier n'est , au fond» 

qu'une équation primitive entre ^ etp; il n'y a lieu à intégrer 
que le second, qui donne p = c, ou 

dj^=cd^ et y^zcx-i-c'* , 

Les constantes c et c^ ne sont pas arbitraires toutes deux ; car 

en faisant dans l'équation proposée p = c^ on a j= ex + C, 

C étant ce que devient P dans la même circonstance, et l'on tire 

deIà^=^C: l'intégrale demandée est donc ^=s<?a: + C> et 

s'obtient en changeant /? en c. 

dP 
Le facteur ar+ -p = n'est point étranger à la question. Si 

on le combine avec l'équation proposée, pour éliminer p, ion 
obtient entre x eiy une équation primitive qui satisfait aussi 
à celte proposée; car la relation qu'il établit entre :r et p ré^ 
duit encore kpdxlA valeur de d/, déduite de l'équation pro* 
posée elle-même ; mais cette dernière solution, ne renfermant 
pas de nouvelle constante, n'est que particulière. 
Soit, pour exemple» l'équation 



ydx — ardj=» vd^M-d/*, 
qui se met d'abord sous la forme 

X = px + n^JT^^; 
en la différentiant, on trouve 

dr = pdar-+-^dp-f- , y 

et à cause que Ay=zpAxy il reste 

xdp + -7=^=^ = o. 

Cette équation se décompose en deux facteurs 

et dp = o; 
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le second conduit kpssc, ex Tintégrale demandée est 



jr^scx + n ^iH-c»* 
Le premier facteur donne 

substituant dans l'équation proposée, oh à/*+â?*=: h*, équa- 
tion qui ne renferme point de constante arbitraire» qui n'est 
point comprise dans l'intégrale 

• jr == cj? -H » ^i H- c', 

et telle néanmoins, que les valeurs de j^et dedj^ qui s'en dé- 
duisent, satisfont à Téquation différentielle proposée, dont elle 
offre par conséquent une iolution pariiaUièret Je reviendrai 
dans la suite sur ce genre de solutions. 

De lintégration des éqnationa diflêrjontiallas des ardraa inpériaws 
m généiU, et de celles du second en particnlier. 

398. La difficulté d'intégrer les équations devient d'autant 
plus grande, qu'elles sont d'un ordre plus élevé ; on n'y réussit 
que par rapport à un petit nombre d'équations très-particu- 
lières ; et cependant toute équation différentielle à deux va- 
riables, dafns quelque ordre que ce soit, n'exprime point une 
relation absurde, lorsqu'elle ne donne pas une valeur imagi- 
naire pour le coefficient différentiel de l'ordre le plus élevé. 
Cette proposition, déjà annoncée dans le n^ 289, de prouve 
aisément par le théorème de Taylor- 

En effet, une équation différentielle quelconque de l'ordre n, 
étant résolue par rapport au coefficient différentiel de cet 
ordre, en donnera l'expression par ceux des ordres inférieurs^ 
et l'on aura en général 

^*r_|./ ^ dj d>r d*"'.r \ 

d^-n '^'d^'dl?'-"*diï^j' 

d'où, par des difEérentiations successives, on tirera les expres- 
sions de 

d3?^«' da^** ®^^" 

C« éd. L J?3 
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en ayant soin^ après chaque différentiation, de mettre pour -r^ 

la valeur qu'a fournie Téquation proposée. Par ce moyen on 
obtiendra tous les coefficients différentiels, depuis Tordre n 
inclusivement, en fonction des variables primitives et des n — i 
premiers coefficients différentiels. 

Si dans ces fonctions on peut supposer a: = o sans qu'elles 
cessent d'être réelles et finies, il faudra encore, poqr achever 
de déterminer les coefficients différentiels qu'elles expriment, 
prendre arbitrairement les valeurs correspondantes des quan- 
tités 

dr d'r d'^'r 

^^ Tx' dP dP=î' 

que réiqmatioi> proposée ne fyïi pas connattre ; et en les repré- 
sentant par 

A^ A|, As,-.., A||_t, 

fyti aura, pour une valeur quelconque de a?, 

^ I 1.2 1.2. . ,\n — I) 

^f{A,A„A,,.--,Afi.-i)7~-^4-etc. (22)^ 

série où les coefficients de n premiers termes sont des con- 
stantes arbitraires. 

S'il arrivait que la supposition de x 3= o rendit imaginaire ou 
infinie l'expression du coefficient différentiel de l'ordre n ou 
des suivants, on ferait alors x^^Uya désignant .une quelconque 
des valeurs qui ne produisent pas cet effet, et l'on aurait 

;r-A-hA._— -HA, ^^ •••+^»,. 2. ..(»-!] 

-4-f(a,A,Ai,Aa,.,.A^-,) v^~^) -H etc., 
- 1 . 2 ... n 

série où les quantités arbitraires A , Ai, A3,...A«.i sont les 
yaleurs de 7* et de ses coefficients différentiels, correspon* 
• dantes à or = «. 

De cette manière comme de l'autre, on voit que si la fonc- 
tion désignée par f n'est pas constamment imaginaire pour 
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toutes les valeurs de x^ réqualion diiTéreiUielle proposée doo- 
nera toujours un nombre infini de valeurs consécutives de y 
par une série qui sera d'autant plus convergente» que les va- 
leurs de X différeront moins de la quantité a : l'équation pro;- 
posée ne tombera donc point dans le cas d'une impossibilité 
absolue, quoiqu'on manque de moyens pour l'iatégrer. Cette 
propriété, qui est particulière aux équations dUlérçiiliellea è 
deux variables, se reconnaît aussi par des considérations géo- 
métriques, comme on le verra plus bas. 

299. On conclut aussi de ce qui précède que l'expressdon 
générale de / en a: doit renfermer n constantes arbitraires. 

La quantité a, qu'introduit ici la variable indépendante x, ne 
doit pas compter dans le nombre des constantes arbitraires 
amenées par l'intégration, comme on peut s'en assurer surles 
intégrales complètes des équations du premier ordre consi-^ 
dérées dans leur forme générale F(x, j, C] =o. On ne peut 
dans ce cas déterminer la constante arbitraire C qu'en assignant 
en même temps une valeur à x aussi bien qu'à/*; et si on \t% 
représente par a et 6, on aura l'équation F {a, 6, C) = o, de la- 
quelle on tirera la valeur C en a et 6 ; mais ce qu'il faut bien 
observer, c'est que la fonction de ces quantités par laquelle 
on remplace ainsi la constante arbitraire peut également être 
éliminée par la diftérentiation ; car si l'on met l'intégrale pro- 
posée sous la forme 

F,(jr,7)==C, il vient G = F. (a,6), 

ei ensuite l'équation 

F.(jr,7)=F,{a,6), 

dont le second membre disparaît par la différentiation. 

On détermine semblablement deux constantes C et Ct dans 

une équation primitive de la forme F (jp,/, C, C) =^ o lorsque, 

dr 
pour une valeur donnée de x, on assigne celles de j et de ^ ; 

car enjoignant à l'équation ci-dessus sa différentielle première, ^ 
que je représenterai par 



'■(^'•^'ïïi'^'^'H''' 



-3, 
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et supposant qu'à a; = a réponde 

on a les deux équations 

F[iîr,ft,C,C,)=o, F,(a,ft,CyC,C.)=a, 

tu moyen desquelles on détermine C et Ct en ày b, c, par des 
expressions qui se comportent dans les différentîations et les 
éliminations comme les simples lettres C et Ci. 

SOO. Ces considérations nous ramènent à la formation des 
équations différentielles par l'élimination des constantes, dont 
on a déjà yo, dans le n» 5b, un exemple conduisant jusqu'au 
second ordre. 

En partant de Téquation 

(U) y=m{a*—x*), 

une première différentiation conduit à 

(V) jrûx=^ — mxdx, 

résultat qui ne contient plus a ; puis une seconde différentia- 

lion, suivie de Télimination de m, donne l'équation du second 

ordre 

,_, Ar dr* d»r 

qui ne renferme plus les constantes m et a. 

Cette même équation peut encore s'obtenir en commençant 
par éliminer m entre Téquation primitive et sa différentielle 
première, ce qui donnera 

(V) xxAx'\- (a*— ^*) dy=zOf 

puis différentiant celle-ci pour éliminer en dernier lieu la con* 
stante a. Enfin si la constante a ne disparaissait pas d'elle- 
même à la première différentiation, on pourrait commencer 
par différentier deux, fois de suite l'équation (U), puis éliminer 
entre cette équation et ses différentielles première et seconde 
les constantes m et a. 

Quel que soit celui de ces trois procédés qu'on ait suivi, on 
arrive toujours à l'équation (Z] ; mais ce qu'il faut remarquer» 
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c'est que chacune des équations (V) et ( V), y menant en par^ 

ticulier par la différentiation et Téliminatton d'une constante» 

en est une intégrale. On les appelle, en conséquence, intégrules 

premières, pour les distinguer de l'équation (U), qui est Yinté^ 

grale seconde ou V intégrale primitive , à cause que (Z) n*est 

que du second ordre. 

On voit par là qu'une équation différentielle du second 

ordre peut avoir deux intégrales premières, et qu'en éliminant 

dr 
de celles-ci le coefficient différentiel —y on obtiendrait, entre 

x,jrex deux constantes arbitraires, une équation primitive qui 
devrait rentrer dans l'équation (U); d'où il suit qu'il suffit de 
connaître les deux intégrales premières pour trouver l'inté- 
grale seconde. 

Ces remarques s'étendent aux équations de tous les ordres. 
Pour le troisième, par exemple, l'équation primitive doit con- 
tenir trois constantes arbitraires (299); car on a les quatre 
équations 

U=o, dU=:o, d>U = o, d»U=:o; 

mais si l'on élimine d'abord deux des constantes arbitraires 
entre les équations U = o, dU = o, d*U = o, on aura trois 
équations différentielles du second ordre, puisqu'on pourra 
conserver chacune des trois constantes à son tour. Les équa- 
tions qu'on obtient ainsi sont des intégrales premières de l'équa- 
tion différentielle du troisième ordre, qui résultera nécessai- 
rement de l'élimination de la constante qu'elles renferment. 
Les intégrales secondes sont ici les équations du premier ordre 
que donne Télimination de chacune des constantes entre les 
équations U = o et dU =0, et l'équation primitive U == o est 
VintégrcUe troisième. Sans pousser plus loin ces considérations, 
on doit en conclure qu*une équation différentielle de l'ordre n 
a un nombre n d'intégrales premières; et commexes intégrales 
sont de l'ordre n — i, elles ne renferment que les n — i coef- 
fidetits 

dj d][£ *!l!Z* 

d^' dx''"'* dx^'' 

si donc on peut les éliminer, on aura l'intégrale /i'*^, ou 



358 ' TMIT* ÉLâfflUITAtRB 

réquation primitive qui répond à l'équation différentielle pro- 
posée. 

3Q1, Pour généraliser la théorie précédente, Lagrange, par 
Fapplicf|tion delà série de Taylor, a déduit de réquation difTé- 
rentielle même cette multiplicité de leurs intégrales premières 
<mi vient d'être établie ep partant de l'équation primitive. 

Si l'on pose d'abord, comme dans le n*» 240, h = —TX, et que 
l'on désigne par A la valeur dejr lorsque jc = o, on trouve 

(a) A=j— T^ --Ht^ Tiz 5 4- etc., 

^ ' ^ dx I . dj:' 1.2 doc^ 1.2.3 

équation où l'on peut faire disparaître tous les coefficients dif- 
férentiels des ordres supérieurs à celui de l'équation proposée. 
Supposons, par exemple, celle-ci du second ordre et mise sous 
fa forme 

•^) g='(-^-îS)' • 

on en déduira les valeurs des coefficients différentiels des 
ordres plus élevés, et parce moyen l'équation [a] devenant 

est ramenée au preioier ordrç, et est une intégrale première 
de l'équation (Z), A désignant alors la constante arbitraire. 
, Gela posé, on peut écrire dans le second membre de Féqua- 

tîon (a) -^ au lieu de r; il donnera la valeur de ~^ corres- 
^ ' Ax -^ ' Ax 

pondante à a? = o. En désignant cette valeur par Ai , on aura 

Ay d^ jf d»r x^ 

Ax Ax^ X dx* 1.2 • 

d*'K A? y" 
et remplaçant Ta» jtj» ©^c., par leurs valeurs tirées de 

l'équation (Z), on obtiendra 

<-) *-g-'('.r.^)?+'.{-r.g)r^-e.c;. 

qui sera encore une intégrale première de l'équation proposée. 
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On ne pourra pas^Iler plus loin» puisqu'il n'y a «d'arbitraire quQ 

ûr 
les premières valeurs de y et de j- * 

Sans qu'il soit besoin d'entrer dans de nouveaux détails, on 
voit que si l'équation proposée était de Tordre n» on déduirait 
de l'équation {a) des expressions de 

rd y d* T d"""' V 

* da:' djF*' ' dic-»' 

correspondantes à j?==o, qui seraient toutes arbitraires, et en 
y remplaçant les coefficients différentiels de l'ordre n et des 
ordres supérieurs par leurs valeurs tirées de l'équation propo^ 
sée^ on formerait n équations de Tordre it— i, qui en seraient 
les intégrales premières* 

302. Novs commencerons l'intégratioii des équations di0&* 
rentieHes des ordres supérle«r& par celles qui ae renfermem 
point les variables primitives. 

Dans le. second ordre, ces équations ne contiennent que 

d^ «* 5^> etlorsque, pour abréger» on y (ait ^ =p, ce qui 
donne g^ = jp' elles conduisent à t^ = P, P éuai uwe 
fonction de p. On tire de là ûx = ^f et par conséquent 
x=i j ^ + G; mettant pour dx sa valeur dans l'équation 
dx = pix, on trouve aussi /= f ^p^^^' U "© *^Pl plus 
que d'éliminer p entre les deux équations *7=J -^ + C. Ct 

X=z / p^^-C^ pour avoir l'intégrale en a: et ^, qui sera 

complète, car elle renfermera deux constantes arbitraires (299). 
L'élimination de p ne pourra se faire que lorsqu'on aura effec- 
tué les intégrations indiquées; mais par les quadratures on 

construira la courbe cherchée. 

1 

Soit pour exemple l'équation ^^ — -= — jnr^-^^î^^ ^^^-^ 



36o TRAlTi ÉLÉIIB1ITAIII8 

tant pûx pour d^, et dpûx pour d^y, on changera cette équa- 

lion en ^ ^ = a, et Ton en tirera 

dp 

dx:r= ^-— yj dj=j?djr=s ^ ^ ^ # 

L'intégration doiuiera 

a/7 



x=c-h- -=^=ji r 



éliminant /», il viendra 

résultat facile à prévoir» car l'équation différentielle proposée 
n'étant autre chose que l'expression générale du rayon de 
courbure, égalée à une constante a (81), exprime la pro- 
priété fondamentale du cercle. 

303. On ramène de même à l'intégration des fonctions d'une 
seule vaiiable les équations d*un ordre quelconque, dans les- 
quelles un coefficient différentiel est exprimé par celui de 
Tordre immédiatement inférieur. 

d'r d*y 

Si Ton avait» par exemple, ^^ en fonction de ^9 on ferait 

j^==q, d'où il résulterait -T-^ = -ri; et par conséquent 



dafl *' . .— "v.^.„ j^ — ,1^» 



dl_, 



réquatioQ proposée serait transformée en ;=^ =; Q, Q repré- 

sentant une fonction donnée de q. On conclurait de cette dei^ 
nière équation, 

d'r 
puis de g-î^ = q, on tirerait successivement 
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l'intégrale demandée serait donc le résultat de rélimiiiatioii dâ 
q entre les deux équations 

et il y aurait trois constantes arbitraires dans le résultat. On 
étendrait facilement ce procédé à un ordre quelconque. 

30^. On réduit encore très-aisément à l'intégration des fonc^ 

tiops d'une seule variable Tes équations d'un ordre quel-* 

conque^ dans lesquelles un coefficient différentiel est donné 

par celui de l'ordre inférieur de deux unités. Si l'on avait, par 

û*T d* y A*T 

exemple, -p^ en fonction de j^i on représenterait -r-^^ par g, 

d'où il suivrait 

d»^ d^ d^ d'^ 

ûx* dx Ax* dar* 

et la proposée serait transformée en 

dx' ^* 

Q désignant une fonction donnée de q. En multipliant alors les 
ieux membres par d^, il viendrait. 

et, comme -j-^ = d ^j^ > on tirerait de là 
• dx dx 

J5l=a/Qdg + C et ^ = Va/Qdç-He, 



dx' ./ VC ^-T- j^ 

. H ^^r 

Va/Qdg + C Jy/i/QAq-\-C 






. d'r 
mais de -s-^ = q, on déduit successivement 

JV^/Qdî-l-cUv/a/Qdî+C / 
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^Intégrale serait pan* conséqueln le résultat de réliminatlon 
deg, entre les équations 



contenairt qaatre constantes arbitraires* On traiterait de noéne 
leâ équations analogues, dnits tes ordres plus élevés* 

305, L'équation j^ 3= Y^ où Y désigne une fonction quel* 

coo^u&derjr, e$t le cas le plus simf^le de Ut classe d'éq5iaiions 
qui nous occupe; il vient alors 

Si Ton applique ce procédé à l'équation particulière 
on aura 

ic 
en intégrant. Changeant C en -^j on tirerait de là ■ 
• s/a 

d/ 



dr^ 4 / /- \ ^^^ 



faisant ensuite c 4- j/y'^ -^^ il viendrait 

. Tp^i jj— = \^z' — cz ')iz 

et enfin 
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306. Les équations diilérenUeUes qui tie contieoQeoA qu'une 
seule des vmiaUes primitives, s'abaissent au moinâ d'un 
ordre. 

Cela estd^abord visible pour celles qui sont de la forme 

./ dr d'r d"r\ 

^r'H^' HP'""' dîîj=^' 

dr 
X désignant la variable indépendante ; car si Ton fait -r^ =/», 

il vient 

équation qui n*est plus que de l'ordre n — i, par rapport «ux 
variables x et p. Quand on pourra Tinlégrer et en tirer p en j;, 
ou bien x enp, on aura j par les formules 

r=fpdX'^C, ou x=px-^ fTÛp-^C. 

Soit, par exemple, l'équation différentielle 

X désignant une fonction donnée, de x seul ; cette équation se 
transforme en 

d'où 

dx dp 

En intégrant il vient 



/ 



-^-t^ti — T T , 



/dx 
-:=T- 4- C par V, et il en résuite 

V r A . ri r Vd^ 

307. Si la fonction y entrait dans l'équation proposée, au 



364 TBàlTÉ âLiMERTAlRB 

Heu de la variable indépendante x^ on ramperait ce cas au 

précédent, en prenant dj constant, au lieu dedjr (130). 

On pourrait encore, si l'équation proposée n'était que du 

Ar 
second ordre, chasser d^r au moyen de sa valeur -^> tirée de 

l'équation Ay=zpdXf et l'on aurait ainsi ** 

à*X _Ap __ pdp , 
d jj* ix dy ' 

la transformée ne renfermerait alors que p, dp, y et dy. SI 
elle pouvait s'intégrer, et qu'elle donnât /i en 7», on trouverait 

X par la formule jp = 1 -^, et par la formule x =^ 4- / ^!^f 

lorsqu'on aurait 7 en />. 

d*r 
L'équation ^r-^ =r Y, déjà traitée dans le n"* 305, devient, par 

le procédé ci-dessus, 

^ = Y, d'où /.' = 2/Ydr-hC, 

308. Parmi les équations différenUelles qui contiennent en 
même temps lés deux variables primitives, il faut remarquer 
celles qui sont homogènes entre la fonction y et ses différen- 
tielles, considérées comme des facteurs algébriques : une 
transformation très-simple, faisant disparaître la fonction pri- 
mitive y, les ramène au cas précédent. 

Il suffit de poser j= e", d'où il résulte 

dy^ef'du, d'^=c«(d»M-f-di«»), 
dy = e« {d»M -h 3da d»M -f- da»), etc.; 

le facteur e^ devenant alors commun à tous les termes de l'é- 
quation, disparaît, et il ne reste plus que les difiereniielles 
de w, avec x et dx. 

Le cas le plus simple de ces équations est celui où j et ses 
différenUelles ne passent pas le premier degré ; il est repré- 
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sente par la formule générale 

Prenons pour exemple celle du troisième ordre 

d»j-HPd*7djr+Qd/dx» + Ujrdx* = o; 
les valeurs de y et de ses différentielles la réduiront à 
d*tf+3dtfd'ii + du* + P(d'ic + di«')d^) 



Qdi«djp»4-Udjp* j 



= o. 



qui s'abaisse au second ordre en posant dtt = <dj?y d'où il 
résulte 

d»/4-(3*-hP)d^dx-«.{<» + P<»-hQ^-f.U)d«»=o. 

La forme de cette équation donne lieu à une remarque im- 
portante» savoir, que si les quantités P, Q et U étaient con- 
stantes, on pourrait supposer t constant; car en faisant d'< = o, 
d^so» il ne resterait pour déterminer t que l'équation 

r*4-P<'-HQ<-hU=o 

dont les coefliclents seraient des constantes. 

Désignant donc par mi, ms> m, les trois racines de cette 
équation, on pourrait prendre successivement 

et comme 

dii = <djr donne i« = /<dx-4-c, /ase^**»**, 
on aurait pour y les trois valeurs 

qui reviennent à 

en prenant pour constantes arbitraires les quantités 
e*», «•«, ««•. 

309. Ce ne sont encore là que des valeurs particulières de 
la fonction 7, puisqu'elles ne renferment qu'une constante; 
mais en les ajoutant, on forme l'intégrale primitive complète 

^ = C, ê-"* -h C, e*** -h C3 er^. 
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Non-seulement il est facile de s'assurer que cette etipressioti 
de j satisfait à Téquation différentielle proposée; mais on peut 
établir à ce sujet une proposition générale, quels que soient 
les coefficients P, Q et U, savoir : que si j,, /„ y^ sont trois 
valeurs de y qui satisfassent chacune en particulier à cette 
équation, leur somme /i-4-/t4-7», étant prise pour l'expres- 
sion de^, satisfera également, et que si les fonctions/,, jr^Xi 
ne contenaient pas dès constantes arbitraires comme ci-dessus, 
on pourrait prendre 

car en différentiant trois fois cette expression, substituant dans 
réquation proposée les valeurs de /, d/, d* j^, d'/, et rassem- 
blant tous les termes où entre la même constante, il vient 

. C, (d»7r-i- Pd'j. d:c -+- Qdj^.da;»-!- Uj^, d^) j 
. -f- C, (d»>-, -+- Pd»7, daf -f- Qd/, d:r« -♦- U j, djc») i = o, 
-H C» (d^ja -H Pdy, do: -H QdjTa dïT» -f- UjTa d;r») ) 

résultat dans lequel la fonction qpi multiplie chaque constante 
est nulle par elle-même, puisqu'on a supposé que les fonc- 
tions /t,j„ /s satisfaisaient séparément à Téquation 

d»7-hPd*jrd^H-Qdjdx>-hU7d4;»==:o, 

On voit aisémept que cette démonstration peut s*appliquer 
à l'équation d'un ordre quelconque 

d'y-f- J^àr-'xAx ■+• Od«-'jd^*-f-. . .-^-U/dar^âsa, 

et que par conséquent si l'on trouve n valeurs particulières, 

qui y satisfassent, on pourra poser 

/s= C.r» 4- Ci/, 4. C3/3 -4- . . . 4- Cn/», 

Cl, Cl, Cs . . • , Cft désignant des constantes arbitraires. 

Il est également visible que si les coefficients P, Q. . ., U 
sont constants, les valeurs de y s'obtiendront par la supposi- 
tion de yzsz^^^ m étdnt «rie coAstante, ce qui donne . 

dj=6^*mdar, d*j=c^/?iMj:% . . ., d"j = e"'m''d^, 

et, rendant divisible par e^d^c* l'équation proposée, la réduit 
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alors à 

Si Ton représente par nii, mt,. ,.j m^ les racines de celle-ci» on 
aara 

et par conséquent 

^ =;: Cl e-»*-4- C, e"«* 4- • . . 4- Cc«»*. 

310. Lorsque parmi les valeurs de m il s'en trouve d'itnagi^ 
naires, l'expression ci-dessus, qui ne cesse pas pour cela; de 
vériQer l'équation différentielle.proposéey a besoin d'être trans- 
formée en une autre> où il n'y ait que des quantités réelles» ce 
qui s'effectue au moyen des formules du n^ 187. 

Si m. et m,, par exemple» désignent un groupe de racines 
imaginaires, elles seront de la forme 

/Hi = a H- p ^ — I, mtz=a — p ^— 1 , 

et fouroiront dans l'expression générale de x une partie 

«nais, par l'article cité, oti a 

e^^^ = Cosp^-H^^ sln par, 
g— ^* Y— « _. çQg p^ — ^ I sin px ; 

ces valeurs, substituées dans l'expression précédente, la chan* 
geiit en 

«""^ { (C, -h Ca) cos px -+- (C. — C) )/^ sin px\ ; 

et comme les constantes Ci et Ci disparaissent de réqùation 
différentielle, sans qu'il soit besoin de leUr assigner aucune 
valeur, on peut leur en supposer une telle, que les quMttréiJ 
Ci-+-C, et (Cl — Ca)/^ soient réelles, et faire en consé- 
quence 

C.-hCi = Er, (C — C,)V~i = Ei, . '^ 

d'où II résultera, pour l'expression cherchée, 

e*' } El cos pa:-hE, sin po: |, 

valeur entièrement réelle. 
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On peut changer cette dernière de forme, en y posant 

Eispsinf» Et=pco9qf 

peiq étant de nouvelles quantités arbitraires; elle deviendra 

^[psinq cos px-^p cos q sin parj = pc*' sin Çq -HP^). 

On traiterait de la même manière les autres groupes de 
termes imaginaires que pourrait renfermer Texpression géiié- 
jale de /. 

311, Si quelques-unes des racines mi, nts, etc., deviennent 
égales, cette expression perd de sa généralité; quand, par 
exemple, mi = mt, les deux premiers termes, prenant la 
forme 

se réunissent en un seul dont le coefficient Ci + Cs ne compte 
plus que pour une seule constante. 

Des divers procédés qu'on a donnés pour parer à cet incon- 
vénient, celui qu'a proposé d'Alembert me parait encore le 
plus ingénieux et le plus simple : voici en quoi il consiste (*). 

Au lieu de supposer' que les racines nii et nts soient égales, 
on fait d'abord 

ce qui donne 

-^-[c,+C,(.4-^4.^ + etc.)} 
en développant l'exponentielle e^ (37); alors si l'on pose 

il vient 



Fe, +E,^ -f- E, ^ -*- etc. 1 . 



Or, Cl et C, étant arbitraires. Et et E, le sont pareillement, et l'ex- 
pression CiC-^'-f-Cae^' satisfaisantàféquation différentielle pro- 
posée, indépendamment d'aucune valeur de Ci et de Cs (309), 



i 

(*) Fatm d'atlleun le Traité in 40, tome lU, pagoe^S. 
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il en sera tle même du développement ci-dessus, et des eon- 
stantes E, et E,, et cela, quelque petite que soit la quantité A. 
Si donc on suppose A =o, l'expression ci-dessus, réduite à 

6-»(E. + E,x) 

et contenant deux constantes arbitraires irréductibles, satis- 
fera encore à la proposée; mais ce cas répond précisément 
à iiti = m,. 

De là, on passe aisément au cas où mt^^^m^z^mi; car en ne 
supposant d'abord que l'équation mt^^m^j on aura 

7=c-»'{E,-|-E,a:) -hC,6-'-h. . .-hC^-', 

et faisant en conséquence m, = irti -h A , il viendra 

6-»* (E,-|-E,a;) -f-CsC-«' = 4?-'(E, rt- E, j: 4- C.e**). 

que le développement de e^ changera en 

^•*(E.-hC,-h(E,H-C,A)^-4-C3^H-Ca^H-etc.)ï 

et faisant 

E.-hC, = F„ E,-|-C,A=:F„ lC3A* = F„ 
on aura l'expression 



^•«{F. -hF,^4-F,jr»-f.F, 



A^ . \ 
-j-H-etc.j, 



satisfaisant encore à l'équation différentielle proposée, quelles 
que soient les constantes F., F3, Fa, et quelque petite .que 
soit A : en posant donc A = o, il en résultera, pour, le cas où 
mi:=:zmt=mif l'expression 

e"»«(F»^-F,x-4-F3ar»), 

qui remplacera complètement la partie Ci «"*• 4- €,«"»*-+- Cje*»», 
et ainsi de suite, en quelque nombre que soient les valeurs 
égales de m. 

312. L'équation différentielle proposée peut rarement s'inté- 
grer lorsque les coefficients sont variables; le cas suivant 

(a-f- bxYdy-hV [a -h 6^)"-^d"-»/d^ 1 

6«é(l. 1. 24 
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OÙ P, Q. . . , U, désignent des constantes, est un des plus re- 
marquables. Si Ton fait « -h 6^ = /, d'où il suit d^ = -g- > l'é- 
quation ci-dessus se change en 

f«d«j-4-j /»-'d'^»jd/H/"-M"^»^d/»-H...-|-T;r<*^"=o, 

à laquelle on satisfait en posant j = ^'", m étant un exposant 
indéterminé; car d^ étant constant ainsi que d;r, la substitu- 
tion de y et de ses différentielles rend l'équation ci-dessus di- 
visible par /"d/", et Ton a seulement 

p 1 

m[m — i)...(m — n-|-i)-h^m(in — i).. .(m — n-H2)i 

U H""' 

-H^m(/ii — i)...(/w — w-|-3)-+-.-.4-t; j 

qui détermine m, au moyen des constantes w, 6, P, Q. . . , U. 

313. Il est facile d'appliquer ce qui précède à l'équation du 

second ordre 

d*/+Pdjd;r-|-Ujd;r'=o, 

et d'en tirer les résultats suivants, qu'il est utile de connaître. 
i^« Si jTx et 7*3 sont deux valeurs qui satisfassent à cette équa- 
tion, son intégrale complète est 

j = C,j.-l-aj, (309). 

DP, Quand P et U sont constants, on a 

/Ri et m^ étant les racines de l'équation 
m»-f-Pm-HU = o. 
3^. Si ces racines sont imaginaires, il vient 

j=/>^«'sin(î-f-p^) (310). 
4*^. Si elles sont égales 

7=^'*(Ei-4-Eaa:) (311). 
5". Enfin l'équation 

(a -*- 6ar)»dy-|- (a-4- *:r) Pdjd ;r 4- U7da:»= o 
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se change en 

lorsqu'on fait a-hbx = t,ei dépend de 

P U 

m(m — i)-hjm-f-g5 = o (312), 

ce qui revient à 



w 



/P \ U 



ainsi son intégrale est 

r = C, r« -H C, r* = C, (a -h fcjr)*' 4- C, ( « -^ Aar)-« , 
/n, et m^ étant les deux valeurs de lUi 

314. L'équation 

(i) d-j-hPd—'j^djt-i-Qd^-^jdjr»-!-. . .-f-Urdj:* = o, 

n'est qu'un cas particulier de l'équation difîérentielle de l'or- 
dre n et du premier degré ; car celle-^i, pour être générale, 
doit contenir un terme indépendant de /*, et avoir par consé* 
quant la forme 

(2) d*r-i-Pd*-'rcia:-hQd"-'rdjr*-h. . .-hU7djF"=Vd jrf; 

mais riniégration de cette dernière se ramène facilement à celle 
de la première : on l'a déjà vu pour le premier ordre, dans le 
n'^aSS; et dans un ordre quelconque, ihufjfitde connattrç un 
nombre n de valeurs particulières de y, satisfaisant à V équa- 
tion (i]y pour parvenir à l'intégrale complète de Inéquation (2), 

Lagrange, qui a découvert cet important théorème. Ta 
prouvé en étendante l'équation (2], par la variation des quan- 
tités C„ Cl, ... , C«, l'expression générale de j relative à l'équa- 
Uon (i). 

Pour fixer les idées, je prends l'équatipn proposée dju troi- 
sième ordre seulement; il vient 7=0,7, -hCj j*, -f-C,7a# 
expression dans laquelle il faut déterminer C, Ca, C3, de ma- 
nière qu'elle satisfasse à 

d»74-Pd»rda;-+Qdyd{r» + hyàsp^zxzNéxK 

24. 
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Si Fon forme successivement les valeurs de ày, d'x et (i*j^, en 
traitant Ci , C, Cs comme variables, on trouvera d'abord 

d7= C.d^. -h Cdj, H- Cadja +r.dC, 4- radCa-4-rs<iC3; 

mais comme on a trois quantités à déterminer, et que la ques- 
tion proposée n'offre qu'une condition, on en peut choisir deux 
autres à volonté, et faire en conséquence 

j.dC, -h jîdCa-f-jadCs = o , 
ce qui donnera 

dx = C, dj. -h C,d^, H- Cdja , 

comme si les quantités C, , C» et C3 n'avaient pas varié. En dif- 
érentiant cette valeur, il viendra 

d»7= C. d»7. H- C,d«7,-|- Cd*r3 H- d^idC. -h dj^dC, 4- d^-sdC; 

posant encore 

dj.dC, H- djjdCH- d/^dCs = o, 
il restera 

d»j= C.d'7. -h Cd^j, -hCarf'rs» 

d'où Ton tirera 

dy = C, d»7. -^ Ctdy, -4- Csd»r» -+- d»r» dC, -h d^/.dC, -f- d»^sdC,. 

par la substitution des valeurs de 7, dj, d'7 et dy, réquation 
proposée deviendra 

Ci ( d»j, + Pd»/. àx-hQ dyiAa:' -h U/, do:') \ 
+ C,{dy,-»-Pd'r»dx-4-Qd7,da:» + U7,da:») [ _v^^ 
-♦-Catd^/.-f-Pd'rsdar-l-Qd/adar'+Ujsdar^) l — ^^^ 
-h d^j.dC. -f- d»7,dC,-f- d'j.dCs ' 

ce qui se réduit à 

dy.dC. -f- dY^d Ca + d'/sdCs = Yûx^ , 

quand les fonctions 7,, 7,, j^a satisfont à Téquation 

d»/ + Pdy d ^ -fr Q d^dar» 4- U jd ^ = o : 

il existera donc entre les différentielles dCt, dC, et dCs, les 
trois équations 

7,dC,-f-7adC,+r3dC3==o, 

d/.dC. -4- dj,dC, -f- d^adCs = o, 
dy,dC,-Hd»7,dC,+d»jr,dC3=Vd^, 
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d'où Ton tirera les valeurs de chacune de ces différentielles» 
exprimées en x et en Ax^ lorsque les fonctions /^ jt» y% se-< 
ront connues. Les résultats ayant la forme 

dCi=Xtdj:, dCa = Xïd;r, dGs = X3djF, 

on en déduira 

Ct=:/X,d:p-f.c„ C,=/X,djr-f-c„ C;3=/X,djr -h Ca, 

et par conséquent 

^=^,(/X.djp-|-c,)-Hr,(JX,djr-4-c,)-hr3(/X3d:r4-C3) 

sera l'intégrale complète de l'équation proposée. - 

Si l'on ne connaissait que deux valeurs particulières de x^ la 
proposée ne pourrait s'intégrer qu'avec le secours d'une équa- 
tion du second ordre, réductible au premier. En effet, on au- 
rait alors 

j=C,7,-hC,7a, d7=C.d7,-hC,d7„ 

en faisant 

7.dC.-hr,dC = o; 

mais puisqu'on ne pourrait disposer que d'une seule des quan- 
tités Cl et Ca, il faudrait employer le développement complet 
de dy, qui serait 

d»r = C.dy. + C,d»j, +. d/.dC, + dj.dC,, 

et qui donnerait 

dy == Cdy. -H C,d»7a-H ady.dC, 4- 2dy,dC,-h djtdHÎ, -4- dj^d*,. 

Substituant dans la proposée, et réduisant de la même manière 
queci-dessusi on obtiendrait 

dr.d»C.-4-d/,d»C,-4-2dy,dC.-h2d*r.dC, ) Vri^ 
-hPdj.dCdor + MjadCdar j — ^a^» 

équation de laquelle on chassera d€s et d'Ca, en tirant leurs 
valeurs de l'équation /, dC, -f-jj dC, = o et de sa différentielle ; 
la résultante ne contenant que d'd, dCi et des fonctions de x^ 
se ramènera au premier ordre (306). 

Enfin, lorsqu'on n'aura qu'une seule valeur de j, on tombera 
sur ui)e équation auxiliaire du troisième ordre, réductible au 
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second ; c'est ce dont il est facile de se convaincre, en mettant 
dans la proposée 

C.^., C.d7. -hj^dC, C,d»j,-|-2d/,dC.-f-j.d»C., 

C.d'»/, -h Sd'jr.dC. -f- Sdy.d'C. -h/, d»C. , 

au lieu de 

y, dj, d'j, et d'j: 

réquation formée par ces substitutions sera réduite à 

^.d»C,-H3d7,d'C.-|-3dy,dC,-hPr.d»C,d;r I vH 3 
H-2Pd7.dC»d^-4-Q7.dt:.d^» j-.Ya;r* 

Si dans les calculs précédents Ton suppose V = ô, Hs mon- 
treront comment, avec deux, ou seulement une valeur particu- 
lière de la fonction j, on. peut parvenir à son expression géné- 
rale, dans réquation 

d^j^-hPd'/dar-f- Qd^-d^r'-t- U/d:c' = o; 

et de là résulte, pour toutes les équations différentielles du 
premier degré, le théorème suivant : 

Si Von a n valeurs particulières de y, pour l'équation (1), 
on en déduira immédiatement l'expression générale de cette 
fonction pour les équations { i ) et {2) ; e^ dans le cas où ton 
ne connaîtrait que n •^- 1 valeurs particulières, on parvien- 
drait encore à la même expression, en intégrant une équation 
du premier degré et du premier ordre. 

315. Je prendfiii pour exemple Téquation du second ordre 

d»/-f-Pd7da?-hUJd^' = Vd^^ 

En désignant d'abord par 7, , ja, les valeurs paniculières de/ 
qui satisfont à l'équation 

d«7 -^ P d/d ar -4- U/d JT» == d , 
rintégrale complète de la proposée sera . 

j=C,7,-hC,j,, 
Cl et C2 étant déterminés par les équations 
/,dCi-i-j2dC2 = o, 
d ri d C, -h d >'2 d C, = V d x^ (n'' précédent) . 
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Maintenant si l'on suppose que les coefficients P et U soient 
constants, V demeurant une fonction quelconque de ^, on 

aura 

j, = e-.«, x, = e^- (313), 

et par conséquent 

^»*dC,-f-e"«*dC, = o, 

e"'*/w,dC,-he"»'m,dC, = Vdj:, 
d'où Ton déduira 

cit., :=: î aLa = » 

IWi /Hj lîla — W| 

puis 

/- r, /Ve-"«'dar ^ -, /V^'««'d^ 

C, = E,-h'^ » C, = E2-l-«^ » 

nit — Wj /w» — iWi 

el 

_ g«i*(E.+/Vg-'""dj?)— e^(Ea4-/Vg"""«*dx) 

/Hi — Hlj 

en donnant aux constantes arbitraires £., Es, le diviseur com^ 
mun m, — m,, ou seulement 

4^'~' m, — m, 

en concevant que chaque intégrale comprenne impliditemeni 
sa constante arbitraire. 

316. Cette formule est soumise aux circonstances qui nais- 
sent de la nature des valeurs de m. et m, (310, 311). 

On pourrait en restreindre remploi au cas où les quanti- 
tés m, , m, sont réelles et inégales, et former immédiatement 
des expressions de j, pour chacun des deux autres, en em- 
ployant les valeurs de ji et j» particulières à ce cas. Par exem- 
ple, lorsque m, et m, sont imaginaires, on tirera de la valeur 
complète 

j = e"* (E, cos p^F -h EiSin px), 

trouvée dans le n*» 310, les valeurs particulières 

^, = a*' cos px, j, = e** sin par, 
avec lesquelles il serait facile d'obtenir l'intégrale complète de 
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réquation proposée; mais il est peut--ètfe plus simple d*opérer 
immédiatement sur la formule du numéro précédent, la trans- 
formation propre à en faire disparaître les imaginaires, c'est- 
à-ftire d*y changer 

w, en a -f- p >[—iy 'Wj en a — p ^— i, 

et de remplacer ensuite les exponentielles imaginaires par leur 
expression en sinus et cosinus. Par ces substitutions, on a 
d'abord 

j=^ — -l=|e«'-^^'^/Ve~*'-^^^^d^ 

_^«'-^'V^/Ve^"'"*"^'^~dar{ 

= — î-==i(co8Px4-v^^8inpx)/Vtf--'«'(co8px-/I78inpx)dx 

2PV--Ï' 

— (cospj:— /^8inpj:)/Y^~**(cospH-v/^8inp:r)dj:|, 

puis en effectuant les multiplications indiquées» séparant les 
intégrales en monômes, et réduisant, le facteur 2 ^^^ devient 
commun aux deux termes de la fraction, et Ton arrive à l'ex- 
pression réelle 

/=— { siDpar/Ve--**d:rcospx— cosP^/Ve"""'djFsinpar|. 

Si V était nul, il faudrait mettre une constante arbitraire à la 
place de chaque intégrale, et Ton aurait seulement 

j = -y |E,sinp;r— Eacosparj, 

ce qui rentre dans le résultat du n® 310. 

On rencontre fréquemment, dans les applications de TAna- 
lyse à la Physique céleste, Téquation 

pour laquelle 

m=:±a>/— I (313), 
d'où 

a = o, p = rt, 
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j = f» sinoo; -i- 9 cos ox 
^ sinaxfXdxcosax — cosaxfWàxsmax 
a 

en restituant les constantes arbitraires. La fonction V a ordi-^ 
nairement la forme 

A -f-B cos PjfH-C cosya? -+- etc. , 

A, B, C, etc., p, 7, etc., désignant des coefficients constants, et 
les intégrations indiquées s'effectuent par le procédé du 
n»218. 

317. L'égalité des racines m, et m, réduisant à - l'expression 

il suttît, pour en obtenir la vraie valeur, de dîfférentier par rap- 
port à mx son numérateur et son dénominateur, en observant 
pour les, intégrales la règle du n*»281, el il vient 

^ = e"**(x/Ve"-"'»'d^ — ^/Ve-*'* jrdjc). 
Cette dernière expression comprend celle du n*" 311; car 
lorsque V = o, les intégrales se réduisant à leur constante ar- 
bitraire, il vient seulement 

r=^^' (£,:«; -E,) .(*). 

318. Si Ton a un nombre m d'équations différentielles ren- 
fermant un nombre m + 1 de variables, une seule de ces 
variables sera indépendante, et les m autres en seront des 
fonctions. Supposons d'abord que ces fonctions et leurs coeffi- 
cients différentiels ne s'élèvent pas au delà de la première 
puissance, dans Içs équations proposées , qui sont alors du 
premier degré; la méthode indiquée au n^ 133 conduirait, dans 
ce cas, à une équation différentielle du premier degré entre 
Tune des fonctions à déterminer et la variable que Ton regarde 

(*) M. Libri, dans le recueil de ses Mémoires (imprimés à Berlin en 1835), 
a repris d'une manière très-élégante et très-féconde la théorie des équations 
différentielles linéaires (ou du premier degré). ( Yojres aussi le premier cahier 
du Journal de Mathématiquesy de M. Liouvillo.) 
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comme indépendante; mais on peut quelquefois éviter les cal- 
culs de rélimination, en intégrant conjointement les équations 
proposées. 

Lorsqu'elles ne sont que du premier ordre et qu'elles ne 
renferment que trois variables, ces équations peuvent être re- 
présentées par 

Mda H-Ndj? -H (P ii+ Q^) d / = Rd / , 
M'da-hN'dar-|-(P'tt + Q'a;)d^ = R'd/; 

mais si l'on en chasse alternativement du et dor, et qu'oa dé- 
gage de son coefficient celle de ces différentielles que l'on 
conserve, les équations résultantes prendront la forme 

da-|-(Pa + Q;r)d/ = Td^ 
da:-h(P'tt-HQ'ar)d/ = rd^ 

P, Q, T, P', etc., représentant de nouvelles fonctions de /, dé- 
rivées des premières par la suite des opérations indiquées. 
C'est sous celte dernière forme que d'Alembert a traité les 
équations différentielles simultanées, par une méthdde très- 
ingénieuse, que je vais exposer comme l'a présentée M* Am- 
père. 

En multipliant la seconde équation par un facteur 0, et ajou- 
tant le produit à la première, il vient 

d«-f.Ôdar-h[(P-hFO)a-h(Q-4-Q'ô);p]d/=(TH-T'0)d/; 

faisant ensuite m + 9x = z, on aura 

dw-f-$d^ = dz — xA9, u=^z — ôar, 

et par ces valeurs, la transformée ci-dessus deviendra 

dz + (P + P'e)zd/ ) 

— x|de-|-{(P-(-P'9)9— (Q-l-Q'Ô)]d/|j -^*-»-* ")"*' 

enfin égalant à zéro le multiplicateur de x, on partagera l'é- 
quation ci-dessus en deux autres, 

(a) dz-»-(P + P'e)3d/=(Ï4-T'e)d'/, 

(6) de-t-[(p + P'e)9 — {QH-Q'e)]d/ = o, 

dont la dernière ne renferme plus que les deux variables 6 et /. 
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Lorsqu'on pourra trouver une valeur de 9 satisfaisant à celle-ci, 
on réduira, par son moyen , la première à ne contenir que les 
deux variables z eit; et n'étant d'ailleurs que du premier 
degré, elle s'intégrera complètement par la formule du n* 285. 
Quand les coefficients P, F, Q et Q' sont constants, on peut 

faire 

dô = o, (P + P'0)d — (Q-4-Q'0)=o; 

esi alors déterminé par une équation du second degré, dont 

je désignerai les racines par 0| et Oi. 

Dans la même hypothèse, TéquaUon (a), en y foisant, pour 

abréger, 

PH-P'e = m, T4-T'0=V, 

a pourântégrale l'équation 

z = «-*'(/«-*Vd^-|-C), 

d'où l'on tire les deux suivantes, 

a 4- ô, ^ = e-*"»' (/c-»' V, d / + C, ) , 
M 4- Ô,^ = e-^' {/e-' V, d/ -f- C), 

lorsqu'on y met successivement les deux valeurs de : le pro- 
blème est donc complètement résolu, puisqu'on a entre les 
variables u, x et t deux équations primitives renfermant cha- 
cune une constante arbitraire. 

319. Passons au système d'équations a quatre variables, au- 
quel on peut toujours donner la forme 

di«+(Pa-hQa:-4-Rr)d' = Td^ 

d^-|-(P'M4-Q'«--+-R'r)d^ = T'd/, 

dj^-l-(F'a-4.Q"a:-hR^r)d/ = T''df. 

Si l'on multiplie la seconde par 0, la troisième par 0', qu'on 

ajoute les produits à la première, que l'on fasse 

d'où il suit 

dw 4- Ôda? -*- ô' d/== d 3 — <r d — jd 0', 

et qu'après la substitution de ces valeurs on rassemble, pou^^ 
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les égaler à zéro, les. termes affectés de x et de y, Téquation 
ci-dessus se partagera dans les trois suivantee^ 

(a) dz4-(P4-F0 + P"ô')j5d/ = (T-hrô-4-T"ô')d/, 

{b) dô + [{P4-P'ô + P"ô')ô — (Q-+.Q'ÔH-Q"0')]d^ = o, 

(b') dÔ'-h.[(P-4-P'ÔH-P"«')0' — (R-hR'e-4-R''ô')]d^=<>' 

et lorsqu'on pourra trouver les valeurs de et de 0' qui satis- 
font aux équations [b) et (*'), l'équation (a), réduite aux varia- 
bles z et /, s'intégrera encore comme dans le n*» précédent. 

En se bornant au cas où les coefRcients des fonctions u, x 
et/ sont des constantes, on peut supposer dO = o, dO' =: o; il 
en résultera 

(P-hP'ô-i-P"ô')ô — (Q-^Q'e-f-Q"e') = o, 
(P^-P'e-i-rô')«' — {R+R'ô-f-R"ô') = o, 

et si Ton fait P 4- Fô -f- P^'O' — m, les équ^ions ci-dessus, de- 
venant 

(m— Q')ô-Q^ô' = Q, 

(m— R'')0'— R'ô = R, 

donneront pour G et 0' des valeurs qui, substituées dans l'ex- 
pression de m, conduiront à une équation finale, où cette in- 
connue montera au troisième degré. Chacune de ces valeurs en 
fournissant une pour les facteurs 0, 0', si Ton distingue celles-ci 
par des indices inférieurs, et qu'on fasse T-l-T'ô4-T''ô' = V, 
on aura les trois systèmes de quantités 

ôi, O'i, m., V,; Ô,, e',, m,, V,; O3, Ô'e, m,, V,; 

dont la substitution dans z = er^ | /e^'Vd/ -h C |., intégrale 
de réquation (a), donnera les trois équations primitives : 

M -♦- Ô.^rr 4- ô',j^= e-"«' (/e«*'V,dr -H G,), 
u -^\x H- ô'aj=: e— «' (/e-^'V^d^ H- C), 
w H- 03 j: -f- ^\y = <r-«i'(/^»' Vad / -h C, ). 

On peut maintenant étendre ce procédé à tel nombre d'équa- 
tions que Ton voudra. Pour en compléter l'exposition, il fau- 
drait examiner les cas où les valeurs de 0, 9' deviennent 
imaginaires ou bien égales entre elles; mais ces détails, qui 
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tiendraient trop de place, sont faciles à suppléer, par ce qu'on 
a vu dans les n^»* 310, 311. 

320. D'Alembert applique aussi son procédé aux équations 
du premier degré d'un ordre quelconque, et pour cela, il les 
ramène au premier ordre, de la manière suivante. 

Ayant, par exemple, deux équations de la forme 

d»M4-(AdM-HBdar)d/-H(Ca-f-Dar)d/» = TdfS 

d*x-+- (A'dtt4- B'dar) ût 4- (Cm + D'or) dt* = Tdi\ 

il fait d£« =r;7d/, d:r=:9d/; et il a par conséquent, entre les 

cinq variables;?, f , /, u et or, les quatre équations du premier 

ordre 

Ap-h{A.p-hBq -hCa-+- D^) d/ = Td/, 

dg-|-(A'p + B'5+ea-+.D':F)d^=:T'd/, 

Au — pdt =o, 

d^ — pd /=:o, 

qui peuvent se traiter par la méthode du numéro précédent. 

Il s'est servi du même artifice pour les équations qui ne. 
contiennent que deux variables ; mais le procédé du n'^dli est 
plus simple et plus élégant. 

321. Cons^idérons maintenant les équations du premier ordre, 

d^ — adj? = o, dz — pdjr = Oy 

dans lesquelles a et p sont des fonctions quelconques des trois 
variables x^y^z: voici comment on peut y appliquer le procédé 
du n« 133. 
On différentie la première , et il vient 

'^ dx dx -^ dz 

mettant pour dz sa valeur J^dx, on obtient 

éliminant ensuite z, au moyen de l'équation 
dx — adar=:o. 
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on parvient à une résultante en x et j^» du second ordre, et qui 
a nécessairement une intégrale prinlittve avec deux constantes 
arbitraires a et 6(298]. 
Soient 

4»(a?, /, a, 6) = o et dji^/iida: 

cette intégrale et la valeur de Ay qu'on en tirera; en substi- 
tuant celle-ci dans d^ — ada7 = o, on aura une seconde équa- 
tion primitive m — a = o, entre x, j et -s, en sorte que les 
équations différentielles proposées seront vérifiées par le sys- 
tème des équations primitives 

' et par toutes celles qui seront équivalentes à ces dernières. 

Cela posé, on va voir qu'il existe toujours au moins deux 
systèmes de facteurs, au moyen desquels on déduit des équa- 
tions proposées deux différentielles exactes. En effet, si des 
équations primitives indiquées ci-deçsus, on élimine alternati- 
vement les constantes a et 6, et que les résultats soient mis 
sous la forme 

M=r«, N = 6, 
leurs différentielles 

dM . dM^ dM, 
d^ dj "^ dz 

dN ^ dN ^ dN. 
Ax dj '^ dz 

devant être vérifiées par les valeurs 

dj = adj:, d2 = pda:, 

tirées des proposées, il s'ensuit que 

dM dM dM. 

Q^x d^ d-s *^ , . 

dN_^dN _^dN 

Ax dj dz 

sont des quantités identiquement nulles : on a donc 

dM__dM _dM 
dar~ djr" li"»^' 
dN__dN _dN 
d^"" d/" d*"^' 
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et mettant ces valeurs dans Les diflerentielles de M et de N, 
ce qui ne les change point , on obtient les différentielles 
exactes 

^(dr— «d^)4--^(dz— pd:r) = o, 

^ (dr — «dj:) -h gj (dz -pdjr) =o, 

comprenant les produits des équations proposées multipliées 
respectivement par les facteurs 

dM dM dN . dN 
•y— et -T— » -T— et -2 — • 
ûjr dz ajr qz 

On conçoit aisément qu'il y a des théorèmes analogues, pour 
les équations dans lesquelles le nombre des variables surpasse 
trois. 

Des solntions particulières des éqnatioiis diflérentleHes da 
premier ordre. 

322. Dans le n° 297 il s'est présenté, pour une équation dif- 
férentielle, une solution particulière qui ne dérivait pas de 
l'intégrale complète» et Ton peut quelquefois tomber sur des 
équations primitives, sans constantes arbitraires, et vérifiant 
une équation différentielle dont on ne connaît pas l'intégrale 
complète. Ces deux circonstances font naître les questions 
smy^nies: d'où viennent les solutions particulières P et com- 
ment distinguer si une équation primitive qui satisfait à une 
équation différentielle proposée^ dérive ou non de son inté^ 
grale? C'est ce dont je vais m'occuper. 

La relation qui existe entre une équation différentielle et 
son intégrale est telle, que cette dernière équivaut à un nom* 
bre infini d'équations primitives, qu'on obtiendrait en donnant 
successivement à la constante arbitraire toutes les valeurs pos-* 
sibles>et dont chacune satisferait à l'équation différentielle ( 53). 
On désigne ces diverses équations primitives sous le nom d'in^ 
tégrales particulières ^ puisque ce sont des cas particuliers de 
l'intégrale complète. Les solutions particulières^ dont le nom- 
bre est toujours limité, sont des équations primitives esseo-' 
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tiellemenl différentes des intégrales particulières: ces solutions 
sont de deux sortes. Les unes ne sont autre chose que des 
facteurs de Téquation différentielle proposée, dans lesquels àx 
et d/ n'entrent point, qui par conséquent étant égales à zéro, 
donnent des équations primitives établissant, entre :r et j^, des 
relations qui rendent la proposée identique. En cherchant les 
diviseurs communs des fonctions M et N, on trouvera les solu- 
tions de cette .espèce, dont est susceptible l'équation 

Md^-i-Nd^=o. 

La seconde espèce de solutions particulières, dont l'équa- 
tion jdo; — xûx=n ^d^'-i-dj» (297) a fourni un exemple, 
est liée intimement à l'équation différentielle doiit elle dérive, 
quoiqu'elle ne puisse rentrer dans aucun des cas de l'intégrale 
complète, quelque valeur que l'on donne à la constante arbi- 
traire, ainsi qu'il est facile de le voir, en comparant les équa- 
tions j= cx-^H ^i-h-c' et rr' -h/* = n^ 

Voici la théorie que Lagrange, en 17749 donna de ces der- 
nières solutions, regardées avant lui comme formant un para- 
doxe dans ie Calcul intégral (*)• 

323. Les solutions particulières, sans être comprises impli* 
citement dans l'intégrale complète, peuvent néanmoins s'en 
déduire, en cessant de regarder la constante arbitraire comme 
invariable. En effet, soit U = o une équation primitive renfer- 
mant les variables x^ y^ et une constante c; l'équation diffé- 
rentielle correspondante, que je désignerai par V=o, sera le 
résultat de l'élimination de cette constante, entre les équa- 
tions U = o, j- d;r-}- — d7-=Q (63); mais si Ton suppose 
que c soit une fonction quelconque de j? , on donnera à l'é- 



{*) W. les appela intégrales particulières, et donna le nom de solutions particu- 
lières aux différents cas de l'intégrale complète. Laplaee, qui s'est occupé btcc 
succès du même sujet avant Lagrange, emploie ces dénominations dans un sens 
inverse^ et je l'ai suivi, 11 m'a semblé que les équations primitives, qui résolvent 
les équations différentielles sans être comprises dans leur intégrale complète, 
ne s'ohtehant point par les procédés de l'intégration, ne devaient pas porter iin 
nom qui rappelle ces procédés. 
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quation U =: o une extension telle, qu'elle pourra représenter 
une équation quelconque à deux variables» et par conséquent 
aussi toutes les solutions particulières de l'équation Y =o. 
Cela posé, la valeur que Téquation U=o donne pour j et sa 
différentielle que je représenterai par dj= pdj?, vérifiant in- 
dépendamment de c l'équation y::sOy on pourrait supposer c 
variable, pourvu que la loi de sa variation fût telle» qu'on e(tt 
toujours d j=/>d j?. Or, quoiqu'en regardant c comme variable 
aussi bien que a;, il vienne en général dj=pda: + çdc, /i et 
q étant des fonctions de x et de c, on aura néanmoins dx=pûx 
seulement, si f = o : déterminant donc c par cette dernière 
équation, et substituant dans U = o la valeur qu'on trouvera, 
le résultat satisfera encore à l'équation différentielle ¥=0. 

Dans ce qui précède, j a été regardé comme une fonction 
de j: et de c; en considérant à son tour of comme une fonc- 
tion de y et de c, on aura dx = mAy^ et raisonnant comme 
ci-dessus, on trouvera que, si la valeur de dor, prise en faisant 
varier c, est da: = wdj^-h»dc, l'équation résultante de l'élis 
mination de c, entre ii=: o et U == o, satisfera aussi à l'équa- 
tion différentielle V = o. 

On peut comprendre ces deux procédés dans un seul, en 
faisant évanouir les dénominateurs dans l'équation 

dU^ dU^ dU^ 
dx dj -^ de 

différentielle de U = o, prise en supposant c variable avec x 
et y. Elle aura alors la forme 

Mda:H-NdjH-Pdc = o: 
on en tirera 

M^ P, . N, P, 

àr = -^dx-^dc, d^ = -5jdr-gdc; 

et si les fonctions entières M, N sont algébriques, ou, quoique 
transcendantes, ne peuvent pas devenir infinies par quelque 
valeur de c, le coefficient de de ne disparaîtra que par la sup- 
position de P=:o, qui donnera ainsi tout ce qu'on peut tirer 
des opérations indiquées ci-dessus. 
Les équations auxquelles ces procédés conduisent ne sont 

6« éd. l. 25 
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pas nécessairement des solutions particulières de Téquation 
V = o; mais pour ne pas se tromper sur cela, il faut examiner 
les diverses circonstances que peut offrir Téquation P =? o. 

Il est d'abord évident que si cette équation donne k c une 
valeur constante, elle ne conduira qu'à une intégrale particu- 
lière; mais si cette valeur est variable, on ne devra pas en con- 
clure tout de suite qu« le résultat de Tâimination de c entre 
P =r o et U == o sera nécessairement une solution particulière; 
car il pourra encore arriver que l'équation résultante ne soit 
qu'un cas particulier de U =0. Pour le reconnaître, il faut éli- 
miner une des variables entre cette noxivelie équation et U=.o* 
Si l'on peut faire disparaître l'autre variable, en déterminant e 
par des constantes seulement, on n'a obtenu qu'une intégrale 
panîttïlière. 

Quand c n'est qu'au premier degré dans U, il n'entre point 
dans P, qui ne contient alors que les variables ^ et j; l'équa- 
tion P=: o satisfait elle-^méme à V = o, parce que U = o élant 
de la forme Q-f-cP=:o, Vn^o revient à PdQ — <idP==:o; 
mais il est^aisé de voir que P =1 o n'est qu'une intégrale particu- 
lière correspondante à c = infini. 

Si P était facteur de Q, l'équation Q-hcP=o, prenant la 

PR o 

lorme PR -h c P = o, donnerait c = p- = - , quand P = o. 

Dans ce cas, P fi'est point une solution particulière, et n'est 
pas non plus une intégrale : en voici un exemple. Soit 

U = xy^ -f- cx^ — j^ — cjcy = o, d'où c = —5 ^ 9 

— =z= ^* — a:y = x(x — j^) = o; 

si l'on emploie la relation ^=îr, donnée parle facteur a: — ^7=0, 
l'expression de c devient -i mais l'équation proposée équi- 
vaut à (^ — j) (^-|-c;r)=:ô. 

324. J'appliquerai d'abord cette théorie à l'équation 
rdx-^xdx=zn)/dx^-hdx^y ayant pour intégrale complète 
y^ — ex = n V'i -4-c' (29T). En taisant varier c en même temps 
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que X et y^ et réduisant tous les termes au mâme dénomina- 
teur, on a 

çdarVi-hc* — d/^iH-c*-}-(ar^i-f-c*-hnc)dc=o; 

égalant à zéro le coefficient de d c, il vient 



a: v^i-hc*-f-/ic = o, 

d'où Ton tire c = ? valeur qui change l'équation 

VnV— X» 

^ — car = » ^1 H- <?» en X* H-/» = 11% et donne la solution par- 
ticulière obtenue dans le numéro cité. 

Toutes les équations de la forme j^=:px-f-P (297), dans 
laquelle se trouve comprise la précédente, ont aussi une solu- 
tion particulière analogue. Leur intégrale complète, représen* 
tée par /=; cx+C, C étant composé en c, commeP l'est en 
py donne 

cdx — d/H- (^"^"j") dc = o; 

et posant X H- -r- = o, on en tire la valeur de c d'où dépend la 

solution particulière. Cette solution particulière s'est montrée 
lorsqu'on a intégré l'équation ^=j>x-}-P ; car en la différen- 
tiant on est parvenu à une équation composée des deux fac- 
teurs 

x-hj^ = o, dp=;=o, 

et le résultat de l'élimination de p, entre 

1. dP 

y^=.fx-\-r et a;-+--j— =o, 

est le même que celui de l'élimination de c, entre 

dC 
r=c?a: + C et x^-^— = o. 
•^ de 

Les équations ^=pxH-P ont été remarquées d'abord par 
Clairaut, tant à cause de la propriété qu'elles ont de s'intégrer 
facilement, après une nouvelle différentiation, que par rapport 
à la solution particulière que cette différentiation manifeste sur- 
le-champ. 

25. 
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Soit encore l'équation 



dont Tinlégrale est 



^P+j? — a? = ^-}-c, ou 3c^ — 2cy — c» — a' = o, 

en faisant disparaître le radical. On trouve 

x^x — cAy — (j^-f-c) dc=o, 
d'où il suit 

j^ + c=o, 

et par conséquent 



^a?^+^ — a» = o, ou x'+z* — a» = o, 

équation qui ne peut résulter de la proposée, par aucune va- 
leur constante de c, et qui est donc une solution particulière. 
Soit enfin l'équation primitive 

(x*+y — a*) (/• — 2cj)-f-(x* — «»)c« = o. 

En- la traitant conune les précédentes, on trouve 



c 



_ (a;'+jr» — a»)j 



jr» — a' 



valeur qui, bien que variable y ne conduit pas à une solution 
particulière; car si on la substitue dans l'équation proposée, 
celle-ci, devenant 

donne 

^=o, ou a;' 4-7* — a' = o, 

équations qu'on tire immédiatement de la proposée, en y fai- 
sant c = o : ce ne sont donc point des solutions mais des inté- 
grales particulières de l'équation différentielle produite par 
l'élimination de la constante arbitraire c. 

325. Une propriété des solutions particulières qui se pré- 
sente facilement sur le second exemple, et qui est générale, 
c'est que \ équation différentielle peut être préparée de sorte 
que la solution particulière en devienne un facteur^ En effet. 
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si Ton pose 

on aura 

et l'équation proposée deviendra 

uAu — ad/=o. 

Si Ton prenait a = ar»-t-/'— a% le radical resterait en évi- 
dence dans la transformée, qui deviendrait 

da — %Ayslu^=o; 

en la différentiant, on arriverait à 

d»a — i d*7 sfu ^^ = o, 

Va 

et faisant disparaître le diviseur» il en résulterait 

A^u^u — aad'j — djda — o, 

équation qui serait encore vérifiée par la supposition de ii=:o. . 
Ces transformations pouvant être continuées autant qu'on veut» 
il s'ensuit qu'il y a des manières de préparer toutes les diffé- 
rentielles de la proposée, pour que la solution particulière y 
satisfasse aussi, ce qui n'aurait pas lieu sans cela; car si, quand 

on fait varier la constante c et qu'on pose -=^ = o» on a, pour 

la solution particulière , comme pour l'intégrale complète» 
d7=pdar, la valeur de d*/ devient pour la première 



\Q.x de dx / 



tandis qu'elle est seulement t^ dx' pour la seconde; ce n'est 

pas non plus au même facteur que ces deux valeurs satisfont 
en général : on voit même que l'équation 

d'££^ — 2ad*7 — djda = o, 

serait vériûée par la solution particulière, indépendamment 
des différentielles du second ordre, 
s Le développement et les démonslrationsdes circonstances que 
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je viens dMndiquer me mèneraient trop loin ; on les trouvera 
dans un Mémoire où M, Poisson a éclaire! avec succès^ plusieurs 
diffieultés qui restaient encore sur la théorie des solutions par- 
ticulières des divers genres d'équatîonst différentielles (*). 

326. Pour reconnaître, par ce qui précède, si une équation 
primitive qui ne contient pas* de constante arbitraire, et qui 
satisfait à une équation différentielle donnée, en est une in- 
tégrale particulière, ou seulement une solution particulière, il 
Caut en avoir Tintégrale complète ; cette circonstance, qui n*a 
pas toujours lieu, conduit naturellement à la question suivante: 

Étant donnée une valeur y = X, qui satisfait à une équa- 
tion différentielle, déterminer si elle est ou non comprise dans 
l'intégrale complète, et en déduire, s'il est possible, celle-ci. 

En supposant qu'on tire de cette dernière j = V, et qu'elle 
comprenne j = X, la fonction V sera nécessairement com- 
posée avec la variable x et la constante arbitraire C, de manière 
à se changer en X, par une détermination convenable de C. Si 
Ton désigne par C cette valeur de C, et qu'on observe que la 
supposition deC=C' donne V=rX, ou que la différence V — X 
s'évanouit quand C — C'=:o, on en conclura que, du moins par 
son développement, l'expression de V — X doit pouvoir être 
mise sous la forme 

V-^X=:V'(C — Cj^'-hV^tC— ej^+etc, 

les exposants f», v, etc. étant tous positif^, et les quantités V, 
V, etc. indépendantes de C — C'.On peut prendre(C— C')^=A; 
la quantité h demeurera arbitraire aussi bien que la quantité C; 

et changeant aussi - en p, f* étant alors > i , il viendra 

V— X = V'A-f-V''A^4-etc., 
d'où 

V = X + V'A-4-V''A/*H-etc., 

expression qu'on pourra regarder comme le développement de 
la valeur complète de f. 

(*) Journal de l'École Polytechnique, i3« cahier; iwj^ez aussi le Traité in-ij®, 
tome 11, po^e 388. 
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Cela posé, si Ton représente par ûxt=zpdx, l'équation diffé- 
rentielle proposée» résolue par rappon à iy, cette nouvelle 
équation, à laquelle satisfait, par hypothèse, Téquation jsbX, 
devra être vérifiée indépendamment de h , par la valeur corn-* 
plète de j. En désignant d'abord celle-ci par XH*i(r, il faudra, 
pour la substituer dans dyzzspda:, chercher ce que devient p, 
lorsqu'on y change / en X -h Ar. Soit 

P-}-P'A*-4-P'>-}-etc. 

le développement de cette valeur de p, les exposants m, n, etc*, 
que je suppose rangés dans l'ordre de leur grandeur, seront 
nécessairement positifs; car p ne devient pas infini quand 
k = o, puisque l'équation j^ = X, qui ne donne pas d/ infini, 
rend identique l'équation ûx=pda:, en sorte que dX = Pd^. 
Lorsqu'on fait j = X -h Ar, on a pour résultat 

dX-f-dA-= (P-}-P'*--4-P'^À^-|-etc.)d;c, 

que l'équation dX = Pdj: réduit à 

dA- = ( P'*- 4- P'^ A- + etc.) do? ; 

et remettant pour k le développement 

VA-j-V^A^ + etc, 
il vient 

IP'A-dar (V'-hV'A'*-» -f- etc.)" 
-^Vh'^Ax (V'-f. VA'*-' 4- etc.)" 
-l-etc. 



(A), 



équation d'après laquelle il faut déterminer y^ V, etc., indé- 
pendamment de A. En ne prenant d'abord que les termes où 
cette quantité a le plus petit exposant, on forme l'équation 

AdV' = P'V'»A«d;c, 

qui ne peut avoir lieu, quelle que soit A, que quand m = i ; 
dans ce cas A disparaît et il vient 

dV' = FV'd^, \' = eS^'^. 

Quand m>"i,on ne peut plus comparer le premier terme 
P'V'«A'"dj? du second membre au terme A dV du premier; 
mais on fait disparaître celui-ci en posant dV sso, ce qui 
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donne \'^ const,, ou plus simplement, ¥'= i ; puis on sup- 
pose f* = m, et Ton a d\'' = P'dx, d'où il résulte V"=/P'dx; 
et en poursuivant de cette manière on trouve tous les autres 
termes de la série. 

Quand m < i> il n'est plus possible de satisfaire à Téqua- 
lion (A) en aucune manière, puisqu'on ne saurait comparer le 
terme P' V'*A"d^ ni au terme AdV, ni à aucun de ceux qui le 
Suivent, et dont les exposants surpassent tous l'unité; Téqua- 
tion 7 = X. ne pouvant alors admettre une constante arbitraire, 
n'est pas une intégrale particulière , mais une solution parti- 
culière. 

327. Ceci fournit un procédé pour découvrir immédiatemenl 
les solutions particulières des équations différentielles du pre- 
mier ordre, sans connaître leur intégrale complète. En effet, 
le développement de p, quand on y change 7 en j^ -h ff, serait 
en général, par le théorème de Taylor, 

dp A- d'p k' . ^ 
P-^a—^aL h etc., 

et lorsqu'il prend la forme- 

P-}-P'/f« + etc., 

m étant ^i, le coefficient différentiel -t^ devient infini (89) : 

il faut donc que la différentiation par laquelle on passe de ^ à 
ce coefficient, amène un diviseur qui s'évanouisse. H résuite 

de là que si Ton représente -^ par -p» toute solution particu- 
lière (Jonnera L=o, et sera par conséquent un facteur de L, 
et réciproquement, tout facteur de L qui ne le sera pas en 
même temps de K, et qui, étant égalé à zéro, vérifiera l'équa- 
tion différentielle proposée, en sera une solution particulière. 
On évite la résolution, par rapport à dj, de l'équation diffé-. 
rentielle proposée, en remarquant que si Z = o désigne cette 
équation, Z étant fonction de x,x et/?, lorsqu'on écrit pdx au 
^leu de dj, on a 

dZ . dZ , dZ^ 

T- dx -f- -T- d r -h :r- (1/7 = o, 
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d'où • 

dZ 

ë£_ dx 

d^~" dZ' 
ép 

et que si Ton a préparé Téquation Z = o de manière qu'elle ne 

contienne ni fractions ni radicaux, il suffira , pour rendre ^ 

infîniy d'égaler à zéro un facteur de -p* 

On n'obtiendrait ainsi que les solutions particulières dans 
lesquelles entre y ; mais on parviendrait à celles qui ne ren-« 
ferment que x, et qui sont de la forme x=const,, en considé- 
rant, dans la proposée , a: comme fonction de /. 

328. Je vais chercher par cette méthode , d'abord les solu- 
tions particulières de l'équation 

j?dar-f-/dj^==d^^j:*4- /*— -a* 

dun"" 324. Cette équation devient, après l'évanouissement du 

radical) 

xM^'-h :ixydxdjr-h (a* — x^) d7" = o, 

ou 

X* -h axjrp -h (a^ — x^)p^ = o, 

et la différentiation donne 

dZ / , ,x 

— = 2jpy + 2(«» — x*)p : 

la solution particulière cherchée doit donc être telle, qu'à l'aide 
de la valeur que sa différentielle fournit pour/?, elle vérifie en 
même temps les deux équations 

x^ 4- 2 jy7> 4- (a' — x^) p^ = o, 
a?/ H- (a* — x*)p = o. 

Il suit de là que, sans le secours de sa différentielle, elle véri- 
fiera l'équation résultante de l'élimination de p entre les deux 
précédentes. Cela posé, l'équation 

xy-\-(a^ — x^)p:=Oy 
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multipliée par p et retranchée de la proposée, conduit à 
x^-hxxp = Oy d'oà p = — -; 

et substituant cette valeur de p ^dans la première, on trouve 

réquation 

x^'\-y^ — a* = o, 

qu'on sait être une solution particulière Aq la proposée. 
L'équation plus générale j^=/i:p + P, étant traitée de la 

même manière, conduit à ^ ;=ar-l- g— ; c'est donc à l'équa- 
tion 

dP 

que doivent satisfaire les solutions particulières ; et elles ré- 
sulteront de l'élimination de p entre celle-ci et l'équation diffé- 
rentielle proposée. 

Enfin, pour donner un exemple des solutions particulières 
de |a forme j == consL, Je prendrai l'équation 

de laquelle on tire immédiatement 

g^ = m6(7 — a)"-'. 

Cette expression ne peut devenir infinie que quand l'exposant 
m — i est négatif, et qu'on a en même temps j=a, valeur 
qui ne satisfait à la proposée que lorsque m est positive : il 
faut donc que l'exposant m soit une fraction positive. Dans ce 
cas j=a estunç solution particulière, tandis que l'intégrale 
complète est 

(r—aV-"' , 

— ox = const. 

i — m 

.329. En général, parmi les fonctions algébriques, il n'y a que 
les radicaux qui acquièrent un dénominateur par la différen- 

tiaiion, et qui puissent par conséquent donner -p = -> lors- 



DE CALCUL DIFFÉHBIITIBL ET DB CALCUL INTÉGRAL. 3gS 

que p a une valeur (inie : c'est donc dans les radicaux^ qu'il 
faut chercher les solutions particulières, en égalant à zéro les 
fonctions qu'ils affectent, et en s'assurant que les équations 
résultantes satisfont à la proposée. Par ce procédé, l'équation 

donne immédiatement x^^y* — a*=5.o ; et l'équation 

/d^ — xày=^ n ^dx^ -+- d/», 

de laquelle on lire 

dj — XX ^j^ n )]x^ -f- y^ — n* 

dx n} — x^ n^ — x^' 

conduit à x^ -h 7' — n}= o, comme on l'a déjà trouvé de plu- 
sieurs manières. 

Des méthodes ponr résoudre par approxlmatioii les équations 
différentielles. 

330. Quand une équation différentielle ne peut s'intégrer 
par aucun des procédés connus, il faut chercher à la résoudre 
par approximation, c'est-à-dire à en tirer la valeur de y en Xy 
au moyen d'une série. On a déjà vu dans le n** 298 comment 
celle de Taylor pouvait s'appliquer à cet usage; on peut aussi 
prendre pour y une série à coefficients indéterminés, ordon- 
née suivant les puissances de ^; mais il faut le plus souvent 
des artifices particuliers pour déterminer les exposants, lors- 
qu'ils ne suivent pas la progression des nombres entiers. 
Quand la forme de cette série est connue, on parvient à trou- 
ver ses coefficients, en la substituant, ainsi que ses différen- 
tielles, au lieu de 7, dj, d*^, etc., dans l'équation proposée. 

Si Ton avait, par exemple, l'équation 

djr-^ydx=^mx^dxt 
on supposerait 

7= A j:« h- Ba:«-*"» -hCx*"^^ -h etc. ; 

mettant cette valeur et sa différentielle dans l'équation propo- 
sée> en observant d'assembler les termes de manière qu'on 
puisse former un nombre suffisant d'équations pour détermi- 
ner les exposants et les coefficients, sans tomber dans descoil- 
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IradictionSy on aurait 

équation qu'on rendrait identique en faisant n = a — i , ou 
m ^ — m ^ m 



a a(a-+-i) a(aH- i) (a -h a) 

^ —m 

^-«(« + i)(«H-2)(«H-3)' ^*^- 



ce qui donnerait 









]• 



Cette valeur de 7 est incomplète, puisqu'elle ne renferme 
point de constante arbitraire ; il en sera de même pour tous les 
cas où la constante ne peut être isolée de la variable x^ dans le 
développement de l'intégrale; mais, d'après ce qu'on a vu dans 
le n<* 299, on arriverait à un résultat aussi général que l'inté- 
grale complète, si l'on pouvait lui donner une forme telle, qu'en 
y faisant ar = a, il vînt j^ = 6; or c'est ce qui s'effectue en po- 
sant or = a -H /, /= 6 + M, et prenant pour représenter u une 
série dont tous les termes s'évanouissent quand / =r a. 

L'équation Af -^ yAx =:^ mx^ûx devient par cette transfor- 
mation, dtt H- (6 -h w) d/ = m (a -H f )"dr; et faisant 

u=kt^ 4- B^«-»-' -|-C/«-^*-+- etc., ' 
on trouvera 

aA/«-'4-(a-hî)B^"4-{«4-2)C/^-^'+.etc. 
+ 6 H- Af« -h Bf«-^' + etc. ^ ^ ^. 

— nw^—m^ cS^H-- m ^^^""^'^ a^H^ — etc. 
I 1.2 

il faudra supposer dans cette équation a — i = o, ou a = i, et 
il viendra 

A = /îia" — b, B = ^ f 

2 

C = i ■ 5 — , etc. 

2.3 
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331. L'emploi des séries à coefficients indéterminés, dans les 
équations du premier degré et du second ordre, présente quel- 
quefois des circonstances qu'il est à propos de connaître, et 
dont l'équation très-simple 

d' j^ + ar"/d x' = o 

offre un exemple remarquable. 
Si Ton suppose 

^ = Ax« -H Bx«-^ -h (Lr«-^-^ -h etc., 
on aura 

dy=|a(«~i)Aar«-^ 

-h (« + *) (a 4-* — I )B:r«+*-^ 
H-(«-f-2*)(a-|-2*— i)Cj7«-*-**-'-f-etc.}di^, 

orydar* = { «A a?*"*"" 

-h aCa:«-^»*-^"+ etc. | dxK 

On Toit d'abord qu'il ne sera possible de faire correspondre les 
termes 

a{a — I)Aa:«-^ aA*""*"", 

par lesquels commencent respectivement les expressions pré- 
cédentes, que dans le cas particulier où 7i= — a; mais il suf- 
fira de poser 

«=so, ou « = i, 

pour faire disparaître le premier terme de la valeur de d*^} et 
le second, dont l'exposant est a -h ^ — 2, pourra être comparé 
avec a A*"*"" : il résultera de là 

^ — a==n, d'où ^ = n-h2, 

A partir de ces termes, les deux séries se correspondront exac- 
tement, et pour déterminer les coefficients , on aura les équa- 
tions 

(a4- ^)(«-f- * — i)B-haA=:o, 

(a-f-2*) (a-f-2^— i)CH-aB = o, 
etc< 

dans lesquelles A demeure arbitraire. 
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Si Ton y met successivement les deux valeurs de « avec 
celle de 9, on obtiendra pour y les deux développements 

(n-f-i) (/H-2)"^{/H-i)(»-h2){2/i-*-3) (2/1 -h4) 



^etc. 



(»-M)(/i-}-2)(2/H-3)(2/n-4)(3/t-f-6){3in-6) 

^ (/i4- 2 ) (nH- 3) "^(n-H- 2) (w-f- 3) (2/1-1- 4) (2/H-5) 

■"(»H-2)(iH-3)(2n-h4) (2/14.5) ^3/H-6] (3/^-7)"^ ^^^* 

Ils ne sont encore que particuliers, puisqu'ils ne contien- 
nent que la constante arbitraire A; mais en écrivant dans le 
dernier A, à la place de A, et prenant ensuite leur somme , 
on aura, à cause de la forme particulière de l'exemple pro- 
posé (309), l'expression générale ûey. 

332. En terminant ici ce qui regarde l'intégration approchée 
des équations différentielles, je dois dire que les méthodes 
exposées ci-dessus, ne donnant que bien rarement des séries 
convergentes, et seulement pour des valeurs très- limitées de 
la variable indépendante , ne sont guère en usage. Dans les 
problèmes physico-mathématiques auxquels s'appliquent les 
approximations du Calcul intégral, il ne s'agit le plus souvent 
que de déterminer les petites corrections qu'il faut faire à une 
première valeur approchée , connue d'ailleurs et considérée 
comme un état moyen. La vraie valeur cherchée ne s'en écar- 
tant que par des fonctions dont on peut négliger d'abord le 
ciarré et les puissances supérieures, on réduit au premier 
degré les équations différentielles qui déterminent ces fonc- 
tions^ et l'on y applique ensuite des procédés qui sont encore 
trop variés pour pouvoir entrer dans les éléments ; aussi les 
trouve-t-on toujours développés dans les divers traités spé- 
ciaux où l'on s'en est servi. 
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Résolution do quolquos problèmos géométriqnos, dépendants 
dés équations différentiellos. 

333. La mise en équation des problèmes géométriques dé- 
pendants des équations différentielles, ne reposant que sur 
les propriétés des tangentes, des normales, des rayons de cour- 
bure, ne présente pas plus de difficultés que les autres traduc- 
tions analytiques, lorsqu'on connaît les expressions des lignes 
qu'il faut considérer; aussi n'en donnerai-je que quelques 
exemples. 

J'observerai d'abord que l'intégration des équations diffé- 
rentielles du premier ordre s'appelle aussi Méthode inverse des 
tangentes, parce que toute équation différentielle de cet ordre, 

donnant l'expression de ^ en or et en j, fait connaître la rela- 
tion qui existe entre les coordonnées et la sous-tangente, ou la 
tangente, ou la normale, etc., dans la courbe qu'elle représente. 

d Y 

En effet, si de l'équation proposée, on tire -p- = p, la sous-tan- 



gente aura pour expression ^, la tangente '^■^ — ^j etc. (66). 

On inventa le Calcul différentiel pour mener des tangentes aux 
courbes, c'est-à-dire pour résoudre le Problème direct des tan- 
gentes: on s'occupa ensuite du Calcul intégral, pour parvenir aux 
équations primitives des courbes par les propriétés de leurs 
tangentes; mais les progrès et les nombreuses applications de 
ce calcul ont fait abandonner la dénomination de Méthode in- 
(^er5ecfe5/aitg^enfe5, qui ne convenait qu'à un seul de ses usages. 

Dans les premiers temps on chercha à déterminer par les 
aires, ou même par les arcs de quelques courbes connues, 
l'ordonnée de la courbe, demandée ; depuis, on a laissé ces 
constructions de côté, parce que, quelque élégantes qu'elles 
fussent dans la théorie, elles étaient toujours moins cojnmodes 
et surtout moins exactes, dans la pratique, que les formules 
approximatives qui ont pris leur place. 

Une équation différentielle ne peut se construire en général 
que lorsqu'on en a séparé les variables, parce que l'expression 
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de Tune d'elles ne dépend plus que de la quadrature d'une 
courbe dont l'équation primitive est connue. 

SSft. Je prends, pour exemple, la construction des courbes 
dans lesquelles la sous-tangente est égale à une fonction donnée 
de l'abscisse x; l'équation différentielle de cette courbe 

sera ^ — =X, X désignant la fonction donnée. Les variables 
djr 

se séparent sur-le-champ, dans cette équation, et il vient 

d'K d ^ 

-^ = -=-• Multipliant alors les deux membres par une quan- 

tite constante m, on a — 4- =— v^ î et désignant par h y le 

logarithme de j, pris dans le système dont le module est m, 
rintégration donne 

'iw'dj? 



- rmdx I Cri 



X 

En construisant d'abord la courbe DN, yîg^. 67, telle que l'or- 
donnée correspondante à l'abscisse AP, soit PN= -=t-> l'aire ADNP 

donnera la valeur de / — ^^ — • On réduira cette aire à un rec- 
tangle FQ, dont le côté AF soit m; l'autre côté, AQ , expri- 
mera ~ / —V— ) décrivant ensuite, sur le module m, la loga- 
rithmique £R, dont les ordonnées soient perpendiculaires à 
Taxe AC, et élevant par le point Q la perpendiculaire RQ, on aura 

.L.RQ=:AQ(112),ouL.RQ = ^ r^^:RQ sera donc égale 

à l'ordonnée PM de la courbe cherchée. 

Il faut bien remarquer que cette construction n'exige pas 
que l'on ait l'expression analytique de la fonction X; on poui^ 
rail prendre à sa place l'ordonnée d'une courbe quelconque 
rapportée à l'axe AR, et effectuer sur cette ordonnée et sur la 
ligne arbitraire m, les opérations graphiques indiquées par les 
formules ci-dessus. On voit aussi que la ligne m n'a été intro- 
duite que pour rendre ces formules homogènes, et peut être 
supposée égale à l'unité. 
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33S. Je vais eûcore rapporter la solution d'un t>roblème eé-* 
lèbre dans les premiers temps où l'on s'est occupé du Calcul 
intégral, un problème des trajectoires, H a pour objet de déter^ 
miner la courbe qui coupe, sous un angle donné, toutes celles 
d'une espèce donnée. On entend ici par courbes d'une espèce 
donnée» les diverses courbes particulières qu'on obtient en 
assignant successivement à l'une des constantes d'une équa*^ 
tion primitive toutes les valeurs possibles. Si» par exemple» 
onYait varier le paramètre d'une parabole, il en résultera une 
suite de paraboles rapportées au même axe» ayant même son>- 
met» et dont les extrêmes seront d^une part l'axe» et de l'autre 
la ligne qui lui est perpendiculaire et qui passe par le sommet: 
là courbe qui coupera toutes celles-ci» sou& un angle donné, 
en sera la trajectoire (*). 

Soient D,N,» DN» D'N', etc., (Jig. 58), les courbes coupées et 
MZ la courbe coupante» ou la trajectoire cherchée ; si par l'un 
quelconque M de ses points on lui mène une tangente Mf» et 
qu'on tire aussi celle de la courbe coupée qui passe par ce 
point» l'angle TM^» d'après l'énoxicé de la question» doit être. 
égal à l'angle donné. Je désigne par ^, y les coordonnées des 
courbes coupées» par x, jr celles de la courbe coupante» et 
par a la tangente trigonométrique de l'angle constant TMt, qui 
est égal à la différence des angles MTP, M/P» dont les tan- 
gentes respectives ont pour expression g-^, et -^ (66) ; la re- 
lation 

tangTM/ = tang(M/P — MTP) 

donne ensuite a= , , v^ {"^^^S'y ^^)* 

'"^d^d^' 
Je supposerai ici que l'on connaisse l'équation primitive des 



(*) On donne aussi en Mécanique le nom de trajectoire à la courbe que dé* 
crit un corps sollicité par des forces quelconques; mais il ne saurait être ques- 
tion de cette espèce de trajectoire dans un ouvraçe consacré uniquement à 
l'Analyse et à la Géométrie. 

6« éd. I. 26 
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cdUrbes rx>upées ; on en tirera par la différentialion, Afz=,p do;', 
et réquatton ci-dessus deyiendra 

Il faudra écrire partout a? et j, au lieu de ^ et dey, parce 
qu'au point M, la courbe coupée et la courbe coupante ont les 
mômes coordonnées. Gela fait, si Ton élimine, entre l'équa* 
tion (A) etréquation primitive des courbes coupées, la con- 
stante dont les différentes valeurs particularisent chacune de 
ces courbes, on aura un résultai qui embrassera toutes leurs 
intersections successives avec la trajectoire, et en sera par con- 
séquent l'équation. 

Soient, pour exemple, les paraboles ayant même axe et 
même sommet, et dont l'équation est/^^ssa^t/"*; il viendra 

p = — ^^ « On pourra chasser immédiatement de cette ex- 
pression, au moyen de l'équation proposée, le paramètre a qui 
particularise chaque paraboI.e^d'un même degré ; substituant le 
résultat dans l'équation (A), après avoir changé x^ ex y' eux 
et en /, et divisant ensuite par af'jr^^ on trouvera 

a (nord^ -4- my^jr) 4- mjrAx — nxùjr = o. 

Cette équation étant homogène, peut se traiter par le pro- 
cédé du n^ 283. Lorsqu'on a m = n =± i, elle devient Intégra- 
ble en la divisant par x^^y^, puisque 

et que 

ofi a donc 

al ^a?» -h ^4- arc (tang=-J = C, 
ou 
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en changeant la constante arbitraire. Si Ton fait 
^xM-^=rM, arc( tang = ^Js=r, 

on retombera sur l'équation des spirales logarithmiques, qui 
ont la propriété de couper leur rs^on vecteur sous un angle 
constant (128). En efîet, dand le cas actuel» les courbes cou- 
pées ne sont autre chose que toutes les lignes droites menées 
par Torigine des coordonnées, et dont Téquation est /œa^/. 
Si l'on voulait que l'angle TMt fût droit, il faudrait sup- 
poser a infini, et par conséquent ne tenir compte que des 
termes qu'il multiplie; l'équation ci-dessus se réduirait 
à nxd^+m7d7:sto, dont l'intégrale iM:*-hmy*3=c montre 
que la courbe qui coupe à angles droits toutes les paraboles 
proposées, est une ellipse décrite sur le même axe que ces 
courbes et ayant pour centre leur sommet commun. Les tra«- 
jectoires où Tangle Tilt est droit, s'appellent trajectoirea or* 
thogqnalesy et la supposition de a infini, dans l'équation (A), 

dr 
donne i -h p -— = o pour leur équation différentielle. 

336. Les considérations géométriques, comme on l'a annoncé 

dans le n<* 298, établissent aussi la possibilité des équations 

différentielles à deux variables. En effet, quand il s'agit d'une 

dr 
équation du premier ordre, on n'en tire que la valeur de ■— 

Q X 

qui exprime la tangente trigonométrique de l'angle que fait 

avec la ligne des abscisses la tangente de la courbe relative à 

celte équation. Prenant donc arbitrairement les coordonnées 

AP=a, PM=6, d'un premier point M [fig. 69), on mènera la 

ligne MT faisant avec MQ, parallèle à AB, un angle M'MQ 

dy 
dont la tangente soit égale à la valeur correspondante de g^ : 

celle droite touchera au point M la courbe cherchée. En re- 
gardant la courbe el sa tangente, comme confondues ensemble, 
dans les environs du point de contact, la droite MT détermi- 
nera, pour un point P', infiniment proche de P, l'ordonnée P' M' 
avec laquelle on calculera, par l'équation différentielle propo- 

26, 
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sée, la tangente de l'angle WWQ' relatif à la tangente M'T' 
consécutive à MT. La continuation de ^e procédé donnera un 
polygone qui> à mesure qu'on en multipliera les côtés, diffé- 
rera d'autant moins de la courbe à laquelle appartient l'équa- 
tion pk>posée. Il résulte aussi de cette construction , qu'une 
équation différentielle du premier ordre représente une infi- 
nité de courbes, puisqu'on peut prendre le premier point H 
où Ton voudra. 
Dans les équations du^econd ordre, qui ne donnent que la 

d'r 

valeur de -r~ 9 on substitue les paraboles osculatrices aux tan- 

geme9» Ayant pris arbitrairement un premier point dont l'ab- 
scisse et l'ordonnée soient j? = a et/=6, on forme l'équa- 
tion 

qui appiatrtient à une parabole passant par ce point. En la dif- 
iérentiant deux fois de suite et faisant a? = a» on en tire 

le coefficient A demeure arbitraire, mais B est déterminé en 
mettant dans l'équation proposée» a> b, A, au lieu de a:, y, 

-j^ : on construit donc en premier lieu une parabole JifN 

[fig. 60), qui passe par le point M, et dont la tangente à ce point 
fiasse, avec Tabscisse, un angle ayant A pour tangente trigono- 
métrique* On calcule la valeur de l'ordonnée P'M' de cette 

courbe et celle de ~ correspondantes à un point P', très-près 

du point P, sur l'axe des abscisses ; puis mettant ces valeurs 
dans l'équation différentielle proposée, on en déduit une nou- 

d' 'K 

velle valeur de -r—- En représentant celle-ci par 2B1, et par 
«„ bi et Ai celles de AP% P'M' et --^5 on forme l'équation 

J— 61 = A, (x— a,)-hB, (j7— a,)», 

de la seconde parabole osculatrice M'N' avec laquelle on en 
déterminerait une troisième, et ainsi de suite. 
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On modifierait aisément ce procédé pour y remplacer la pa* 
rabole osculatrice par le cercle osculateur> ou pour l'étendre à 
tous les ordres. < 

337. Le problème suivant va montrer comment les considé- 
rations géométriques conduisent à la théorie des solutions par- 
ticulières, que j'ai exposée dans le n** 323. Trouver une courbe 
telle, que toutes les perpendiculaires abaissées d'un point 
donné sur les tangentes de cette courbe soient égales? Pour 
parvenir à l'équation différentielle, il faut se rappeler qu'en 
nommante et j^ les coordonnées d'une courbe, jc' et/ celtes» 
de sa tangente, l'équation de cette droite est 



/-r=^(^-*)(68); 



d^ 

prenant pour origine des coordonnées le point connu, dttquel 
doivent être abaissées toutes les perpendiculaires, chacune 

d'elles aura pour équation y = — -p ^ [Trig., 90), et sa lon- 
gueur sera exprimée par V^" •+-/». En mettant pour af- et 
pour y* les coordonnées du point où elle rencontre la tan- 
gente qui lui correspond, et dont les valeurs s'obtiennent par 
les deux équations ci-dessus (Zrig^, 92}, on aura, en vertu de 
ces équations , 

, [xéy — jrdjg)dy (xAx—xAx)ùx 

^ — dar»-Hd7« ' / — — dx^-hdj^ 
et 

^^P^:r = ^^^^& = n: 
^/ix^-^dy" 

l'équation différentielle de la courbe cherchée sera donc 

xd/— jd^ = n ^dx^ -H d/*. 

Cela posé, il est facile de voir que le cercle dont le rayon = n, 
et dont le centre est à l'origine des coordonnées, satisfait à la 
question. Ce cercle ayant pour équation 7*4-^;»=:»», est pré- 
cisément la solution particulière trouvée n** 297; mais toute 
ligne droite située, par rapport à l'origine des coordonnées, de 
manière que sa plus courte distance à ce point soit égale à n, 
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résout également le problème proposé; et comme il y a une 
infinité de lignes droites qui peuvent remplir cette condition» 
c'est dans l'équation qui les comprend toutes que réside l'in- 
tégrale complète de l'équation différentielle trouvée ci-dessus, 
et qui est en effet 

y — cx^n^i-hC (297). 

Une circonstance digne de remarque et qui s'aperçoit sur-le- 
champ, c'est que toutes les lignes droites dont on vient de 
parler seront nécessairement touchées par le cercle représen- 
tant la solution particulière, puisqu'il a pour rayon la perpen- 
diculaire abaissée sur chacune d'elles. 

La même relation a lieu entre les diverses courbes que re- 
présente l'intégrale complète d'une équation différentielle du 
premier ordre, et celle qui résulte d'une solution particulière 
de cette équation : la dernière touche toutes les autres. En 
effet, l'équation différentielle, ne déterminant que la direction 
de la tangente, doit être satisfaite par toute courbe qui, dans 
un point quelconque, aura la même tangente que l'une des 
eouri)es déduites de l'intégraie complète ; or, c'est ce qui ar- 
rive à la courbe qui touche toutes celles-ci. 

Il suit de là que la développée d'Une courbe n'est autre 
chose que la solution particulière de l'équation différentielle 
qui représente toutes les normales de cette courbe (80), et 
que celle-ci, c'êst-à-dire la développante, est pareillement la 
solution particulière de l'équation différentielle commune à 
tous ses cercles osculateurs, mais avec la différence que les 
contacts sont du second ordre. 

La liaison établie dans le n* 323, entre les intégrales com- 
plètes et les solutions particulières, se déduit aussi des consi- 
dérations géométriques; car chaque point du cercle de l'exem- 
ple précédent peut être regardé comme l'Intersection de deux 
tangeiAles consécutives, c'est-à-dire comme l'intersection de 
deux droites fournies par deux valeurs consécutives doiuiées à 
la constante c t l'abscisse et l'ordonnée de cette intersection 
dépendent des valeurs de Cy qui par conséquent esta son tour 
fonction de ces quantités, ou de x et de jr- H est évident que 
pour former l'équation d'une ligne consécutive à celle querepré- 
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sente Téquation 

il faut différentier celle-cl en faisant varier c ; et puisqu'on ne 
cherche que l'intersection de ces deux lignes, point où leurs 
coordonnées sont communes, on doit regarder x ex y comme 
constants : cette intersection sera donc déterminée par les 
deux équations 

y — ex = n ^i -*- cS 
ne 

si Ton assigne à c une valeur particulière. Mais si l'on élimine 
Cy le résultat, ne désignant plus aucune intersection en parti- 
culier, embrassera tous les points résultants des rencontres 
des droites fournies par toutes les valeurs de c, et combinées 
deux à deux consécutivement, c'est-à-dire, le cercle qui est la 
solution particulière, et qui se déduit encore ici de la varia- 
tion attribuée à la constante arbitraire de l'intégrale complète. 
Les mêmes remarques se vérifient sur les développées, lorsque 
l'on considère ces courbes comme produites par les intersec- 
tions des normales consécutives de la développante (80). 

De l'intégration des équations différentielles contenant trois 
on im plus grand nombre de variables. 

Des équcUions différentielles totales. 

338. Les fonctions qui dépendent de deux ou d'un plus grand 
nombre de variables, diffèrent de celles d'une seule , en ce 
qu'elles ont pour chaque ordre plusieurs coefficients différen- 
tiels. Si z, par exemple, est une fonction de deux variables, il 
aura , pour le premier ordre, deux coefficients différentiels, 

d 2 ô. z 
savoir, j— > j— > l'un pris en faisant varier x seul, et l'autre en 
dd? d/ "^ 

faisant varier x s^uL Dans le second ordre, le nombre de 
coefficients différentiels s'élève à trois, et s'accroît ainsi suc- 
cessivement d'ordre en ordre (W). Pour remonter des coeffi- 
cients différentiels d'une fonction de deux ou d'un plus grand 
nombre de variables, à cette fonction , il se présente plusieurs 
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cas : I" on peut avoir tous ses coefficients dilTérentiels d'un 
même ordre, exprimés par les variables indépendantes, ce qui 
donne explicitement les différentielles totales de la fonction 
cherchée, à laquelle on parvient par les procédés exposés dans 
les n*»' 278-280 ; tT la fonction elle-même peut entrer avec les 
variables indépendantes, dans les expressions des coefficients 
différentiels, ce qui fournit une équation différentielle totale ; 
3*» enfin, on peut n'avoir qu'une relation entre ces coefficients, 
la fonction dont ils dérivent et les variables indépendantes. 

339. Je m'occuperai d'abord du second cas, en considérant 
l'équation 

Pdar-hQd/-HRdz = o. 

Elle s'intégrerait par le procédé du n^ 280, si le premier mem- 
bre était une différentielle exacte à trois variables ; mais s'il ne 
l'est pas> il est susceptible de le devenir, par le moyen d'un 
(acteur convenable, quand cette équation dérive d'une équa- 
tion primitive m =:.e;.Cjela se voit comme pour le cas de deux 
variables (289). En effet, l'équation différentielle proposée doit 
alors s'accorder avec 

-r- dor-h j— dr-i- 3— dz = o, 
dx dy "^ dz 

c*esl-à-dire que les valeurs de dz, tirées de l'une et de l'au- 
tre, doivent être identiques, indépendamment de dj? et de 
dj (136) ; or ces valeurs étant respectivement 

du du 

d2 = — -r^dj? — j^dr, 
du du '^ * 

dz dz 

du du du 

„ s dx dr dz 



et nommant p les quotients indiqués, il viendra 
da==(APdj?-+-f*Qd7 + f*Rd-?. 





dz=i- 


^ A Q 
-R'^^-g 


<Jr, 


u 


s'ensuit que 








du 




d» 






dx 


P 


ET- 


.Q 




du' 


~R' 


du 


■r' 




Tz 




Tz 





DB CALCUL DIFF^RS^nriEL BT DB CALCUL INTÉGRAL. 409 

Cela posé, pour que cette différentielle soit exacte, il faut 
encore qu'elle vérifie les conditions 

d.ftP __ d.jiQ d.fAR _ d.fxP d.fxQ _ d.ftR 
dj ûjc ^ ûx dz ' dz dy ^ 

dont le développement fournit le^ équations 



/dP_dQ\ 
\d^ dx) 



dx dx 



(*) '(g-^')-«Ë-'a?=°. 



/dQ_dR\ 
\dz dy) 



dz df 



On aperçoit bientôt que la fonction p disparaît quand on mul- 
tiplie la première de ces équations par R, la seconde par Q, la 
troisième par P, et qu'on ajoute les produits ; car la somme, 
étant divisible par p, se réduit à 

équation de condition qui doit d'abord être satisfaite par la 
proposée, pour que celle-ci puisse devenir différentielle exacte, 
au moyen d'un facteur, et qu'elle puisse par conséquent déri- 
ver d'une équation primitive à trois variables, ou, ce qui est la 
même chose, être vérifiée par une fonctiop de deux. 

Cette dernière considération mène aussi à l'équation (B), 
par l'application immédiate du théorème du n*> 278; car si l'on 
avait l'expression primitive de z en a: et en y, et qu'on la sub- 
stituât dans celle de d^ tirée de l'équation 

, PdjF-hQdj4-Rdz = o, 

il en résulterait nécessairement une différentielle exacte à 
deux variables, et de la forme 

• j j j , dp dg 

dz = pdx^qdr, ou g^ = ^- 

Mais dans le cas actuel, où 

P Q 



4lO TRAITÉ ÉLÉMENTAmB 

P,Q, R renfermant z, il faut, dans les différentiations indiquées, 
le faire varier aussi, et mettre en conséquence p et 9 à la place 

de T— et de -T- ; alors, au lieu de 3^ = -r^» il viendra, 
ûx ax djr ax 

ou 

(C) M-lî+q^-p^=.o. 

^ ' dj d^ ^dz '^ dz 

P 

Si Ton substitue — r^y — —♦ à la place de p et de q, on aura, 

après les réductions, 

dj dj d^ ^ dx dz dz 

c'est-à-dire Téquation (B) du numéro précédent. 

Pendant longtemps on a appelé équations absurdes, et Ton 
regardait comme insignifiantes, celles qui ne satisfaisaient pas 
à réquation (B) ; mais Monge a fait voir que toutes les équa- 
tions différentielles à trois variables avaient une signification 
réelle, et que tandis que celles dont Tintégrale était ^cprimée 
par une seule équation entre les trois variables, appartenaient 
à des surfaces courbes, chacune des autres représentait une 
infinité de courbes à double courbure, jouissant d'une pro- 
priété commune. Je m'occuperai d'abord des premières. 

3M. Quand l'équation (B) est satisfaite, deux quelconques 
des équations (A) suffisent pour déterminer le facteur ft, et 
Ton va voir que l'intégration de la proposée se ramène à celle 
des équations à deux variables. 

Pour cela, soit p le facteur qui rend intégrable la différen- 
tielle 

Pd^r-hQdj, 

lorsque Ton 7 regarde z comme constant; en posant 

/(pPd^-4-fxQd/)=:U, 

on aura pour l'intégrale cherchée 

U>+-Z = o, 
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OÙ Z désigne une fonction de z seul. Si maintenant on difle* 

rentie cette intégrale, en y faisant tout varier, et en observant 

que 

dU ^ dU ^ 

on aura l'équation 

/dU dZ\ ^ 
pPdx+HQdr+ (^d^ + 57) d^^o, 

dont la comparaison avec la proposée donnera 

''''=dl + di' 
ou 

dZ _ dU 

mais, pour que la détermination de Z puisse avoir lieu suivant 
l'hypothèse établie , il faudra que le second membre de cette 
dernière équation se réduise à une fonction de z et de Z, au 
moins après qu'on, en aura chassé 7-, par sa valeur prise dans 
réquation U -4- Z = o : conâdérant donc alors x comme une 
fonction de cr, de z et de Z, on aura l'équation de condition 

dx dy dx 

ou, en développant, 

dR . „dfi d'U / dR . ^dfx d^U \ dj 
^ dx dx dxdz \ dy dj dydzjdx 

Or, Véquation différentielle proposée, étant mise sous la forme 



donne 
on a aussi 



^r = -Qàx^^dz, 

dj__P\ 
djF~ Q' 

d'U ^d.ptP^ dP^pdj.^ 
dxdz dz ^ dz dz 

d^U _ d.fxQ _ IQ . ol^- 
d^dz"~ dz ^^ dz ~^^dz' 
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de plus, le facteur ^i, rendant exacte là différentielle fiPdj7+ftQd/, 
satisfait à Téqualioti 

et si l'on tire de celte dernière la valeur de -p ? pour la sub- 
stituer, avec celles de 

d»U d'U dr 

d;rdz Aydz^ dor' 

dans réquation de condition trouvée plus haut, le résultat 
étant réduit avec soin, sera précisément Téquation (B) : ainsi 
quand elle est vérifiée, l'intégration de Téquation différentielle 
proposée à trois variables ne dépend que de celle des équa- 
tions à deux variables. 

Ski. Lorsque les différentielles dx, dy et dz montent au delà 
du premier degré dans Téquation proposée, elle ne peut s'in- 
tégrer par ce qui précède que quand elle satisfait à uoenou^ 
velle condition que je vais faire connaître sur l'équation 

Pda:»-HQd^+Rd-s'-4-2SdJ7d7+2Tdard-2-haVd^dz=o. 

Pour qu'elle puisse résulter d'une équation primitive u = c,\\ 
faut, avant tout, qu'elle se ramène à la forme 

Fd:r+Q'd^ + R'd« = o (339), 

ou, ce qui est la même chose, qu'en la résolvant par rapporta 
l'une des différentielles dx, dj, dz, les deux autres sortent 
des radicaux : or, c'est ce qui n'arrive pas toujours ; car on a 

dz = ij^Td^~Vdr 

± v^ (T»— PR) dx'-t- 2(TV— RS) d^dj-h (V»— QR) d/ j, 

et si la quantité qui est sous le radical n'est pas un carré par- 
fait, ou du moins si l'on n'a pas 

(TV-RS)»=(P— PR)(V»— QR), 

les différentielles do? et dy resteront engagées sous ce radical. 



DE CALCUL DIFFÉRBBnriBL BT M CALCUL nTÉOaAL. 4i3 

En général, quel que soit le degré de l'équation proposée, par 

rapport à dz, d^, dy, il faut qu'étant ordonnée suivant les 

puissances de dz, elle puisse se décomposer en facteurs de la 

forme 

dz — pd^ — çdj^=o. 

Dea équations idiSérentielles totales qui ne satisfont pas aux 
conditions d'intégiabilité. 

342. J*ai fait voir^ dans le n"" 339, qu'une équation dilTé-* 
rentielle du premier ordre à trois variables, de la forme 
Pdar-+-0d^+Rd2 = o, ne pouvait être satisfaite par une 
fonction de deux variables, qu'autant que l'équation 

dx dj dx ^ dx dz dz 

était identique par elle-même ; mais en établissant une dépen- 
dance quelconque entre x, jr, z, on changera l'équation pro- 
posée, dans une autre qui ne contiendra plus que deux de ces 
variables, et déterminera par conséquent Tune de celles-ci en 
fonction de l'autre. 
Si l'on avait, par exemple, l'équation 

dz xdx-^x^X 

z — c"* X {x—a) -hy (x — l>y 

qui ne peut remplir la condition énoncée ci-dessus, tant que 
a et 6 ne sont pas nuls, et qu'on y fit ^= 7 (:r], f désignant 
une fonction quelconque, elle se changerait en 

dz [x-{'ff[x)^'[x)]dx 

z — c x(x — a) 'h^[x) [(f{x) — b] 

et donnerait autant de relations différentes entre z et Xj que 
l'on assignerait de formes particulières à la fonction <f . 
En prenant y[x) = x, on aurait 

dz ikxdx ndx 

z-^c x[x — a]-\- x[x — b) nx — a — P 

d'où l'on tirerait z — c = C(aa? — a— 6), C étant une con- 
stante arbitraire : et la proposée serait satisfaite par le système 
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des équations 

z — c=C(2jr — a — b) 

Newton, dans son Traité des Fluxions (*), avait déjà indiqué 
cette manière de résoudre les équations difTérentielles qui 
contenaient plus de deux variables ; mais elle a l'inconvénient 
d'exiger une intégration pour chaque résultat qu'on veut obte- 
nir, et Monge a remarqué, en 1784, qu'on pouvait, par l'intro- 
duction d'une fonction arbitraire, parvenir à un système géné- 
ral d'équations qui en donnât une infinité de particuliers, 
satisfaisant tous à la proposée. 

343. Le procédé que l'on doit suivre pour intégrer l'équation 

Pdj:4-Qd^-j-Rd-2=:o, 

par une seule équation primitive, lorsque la chose est possi- 
ble (340), conduit aussi h la solution la plus générale que l'on 
puisse obtenir pour cette équation, dans le cas contraire. En 
effet, si on l'intègre d'abord, en regardant une des variables 
qu'elle renferme comme constante, z par exemple, que l'on 
représente par U = C l'équation primitive qui répond à 
Pda:-HQdj^= o, que l'on différentie cette équation primitive, 
en faisant varier à la fois or, j, z et G, et que l'on compare le 
résultat à la proposée, on arrivera à l'équation 

dC dU ^ 
dl^dl-'^*' 

fA étant le facteur qui rend Pdjtr-t-Qdj^ une différentielle 
exacte. A la vérité le second membre ne se réduira plus à une 
fonction de z seul, comme cela arrive dans le cas où la con- 
dition d'intégrabilité est remplie, et ne pourra donner C, 
comme l'exige 'cette condition; mais il est évident qu'en sup- 
posant toujours que C soit une fonction de z, l'équation pro- 
posée sera satisfaite par l'équation primitive U =£ C, si l'on a en 

même temps 

dC dU „ 

d^ = dJ-'^*^ 

{*) JScwioni Opuscula, tome I, page 83, édition de 1774- 
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faisant donc C = f (z), le système des équations 

satisfera à la proposée, quelle que soit la forme de la fonc- 
tion ^, et pourra se particulariser d'une infinité de manières, 
en prenant ^ arbitrairement. 
En appliquant ceci à l'équation 

ôz X d x-^yûx 

z — c x[x — a)4-7{j— ^' 

que j'ai prise pour exem.ple dans le numéro précédent, on aura 

et faisant 

on trouvera D = ar»-Hj»: on obtiendra par conséquent les 
équations 

Intégration des équations difléTontieUos partieUoo 
dn premier ordre. 

344-. Je vais passer au troisième cas de la recherche des fonc- 
tions de deux ou d'un plus grand nombre de variables. Dans 
ce cas on n'a pour déterminer la fonction inconnue que quel- 
ques-uns de ses coefficients différentiels d'un certain ordre, 
ou une seule équation entre eux* Il constitue ce que l'on ap- 
pelle calcul intégral aux différences partielles^ et qu'bn de- 
vrait nommer, d'après les remarques du n« tô, calcul intégral 
aux différentielles partielles ; car les coefficients différentiels 
considérés isolément ne font connaître que les différentielles 
partielles, et non pas les différences qui sont l'objet d'un cal- 
cul à part, qu'on trouvera dans Y Appendice qui termine cet 

ouvrage. Le coefficient différentiel , , > étant multiplié par 
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d^d/*, devient ._,, ■ ; d^djr, et exprime alors la différen- 
tielle m^ par rapport à ar, de là différentielle w'*^ de z, par 
rapport à )\ et vice versa, 

2h&. Les équations difTérentielles partielles les plus simples 
sont celles qui ne renferment qu'un seul coefficient différen- 
tiel exprimé par les yariables indépendantes : telles sdnt celles 
du 2*» et du 3» ordre qui ont été traitées dans les n** 271, 277. 

dz 
Au premier ordre, si Ton a ;r- = R, R ne contenant point z, 

U S! 

dz 
on multipliera par da;, pour obtenir -r— d^=Rd^, ou 

djs = Rda:; et en intégrant par rapport à x seulement, il 
viendra 

Dans ce résultat, G n'indique pas une simple constante arbi- 
traire, mais une fonction absolument indéterminée de toutes 
les variables autres que ar, que pourrait contenir la fonctions. 
Si, par exemple, z dépendait en même temps de x et de y^ on 
aurait^=/Rd^ 4- <p( J^), en désignant par ç une fonction ar- 
bitraire composée d'une manière quelconquade la variable/ 
mêlée avec des constantes. En général, pour un nombre quel- 
conque de variables indéj^endantes *, f , «, a?, y^ etc., Tinté- 

Az 
grale de -t— = R sera z =flidx -h ç (*, i, «, /, etc. \, parce 

qu'il est évident que la fonction f {5, ^ ^, j, etc.) quelle qu'elle 

soit, ne variant point quand x varie, on a toujouKH — = R. 

%ix 

Lorsque z entre dans R, l'équation 

•^ R = o, ou j-dj? — Rdj: = o, 

tombe alors dans le cas général des équations différentielles à 
deux variables z et or; si on peut l'intégrer par quelqu'une des 
méthodes précédentes, et que l'on désigne son intégrale par 
V = const.y on aura 

V = ç(5, /, w,7, etc.) 
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pour réqualion primitive de laquelle dépend la fonction z. En 
eflet^ si Ton différentie cette équation en ne faisant varier que 
X ei Zy\e résultat sera, de la forme 

PdzH-Qda: = o, 

et tel que — ^ = R, ce qui donne -r^ = R . 

346. Siy pour abréger, on pose 

(i) ûz^zzpûx-hqdXf 

réquation 

(a) P/?-hQ? = R, 

dans laquelle P, Q, R contiennent à la fois x, jr et z, est la plus 
générale qu'il soit possible d'avoir entre les coefficients diffé- 
rentiels du premier ordre p et q, lorsqu'ils ne passent pas le 
premier degré. En prenant la valeur de p dans cette équation, 
pour la substituer dans (i)> la question sera ramenée à intégrer 
l'équation 

(3) ¥iz—Kdx = q[Pdx—Qdx), 

où le coefficient q est encore indéterminé. Il se présente ici 
deux cas : i*» la composition de P, Q et R peut être telle, que la 
fonction Vdz — Kdx ne renferme que les variables z ei x 
dont elle contient les différentielles, tandis que la fonction 
Pd^ — Qdx ne renferme que x et y; 2? l'une ou l'autre de 
ces fonctions, ou même toutes deux, peuvent renfermer les 
trois variables x, yeiz. 

Bans le premier cas , il existe un facteur ^ qui rend 
Pdj — Qdj? différentielle exacte (289), et un .facteur /x' qui 
opère la même chose sur Pdz — Rdj7;en désignant ces diffé- 
rentielles par d M et d N, on a 

Pd^ — Qdx==idM, Pdz — Rdar = idN, 

et l'équation (3) deviept dN = 2Ji dM, qui ne peut être inté- 

grable à moins que — ne soit une fonction quelconque de M. 
€• éd. I. 27 
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On posera donc ^lL = /(M), d'où dN = ç'( M )d M, et en inté- 
grant il viendra N = (p(M), résultat dans lequel y désigne 
toujours une fonction arbitraire y ce qui s'accorde avec ce 
qu'on a vu sur la formation des équations différentielles par- 
tielles (UO). 
Pour donner un exemple de ce cas, je prends Téquation 

px -^ qjr = nz; 
on en tire 

P=;:r, Q=r, îi = nz, 

Vdy — Qdx = xdy — /djc , 

Pdz — ïidx=::xdz -^nzdx; 

on trouve par Tintégration des équations 

xdy — jrdxz:^o, xdz—rnzdx'^Of 

que les facjieurs fx et p' sont respectivement — > "itm» ^t que 

X ■ x^ 

Y Z 

par conséquent M == -î^» N = -- : il s'ensuit donc 

z x> 

l = ç(^), ou ^ = ^?(5). 

c'est-à-dire que z est une fonction homogène en a: et 7-, du 
degré ». En effet, Téquation px'hqx=^ nz n'est autre chose 
que le théorème des fonctions homogènes donné n*» 292, et 
dont ce qui précède fournit encore une démonstration pour le 
cas de deux variables. 

ZVï. Quand les variables :r, ^ et .3 sont mêlées indistincte- 
ment dans les fonctions Pdj — Qd^, Pdz — Rd;c, il n'est 
plus possible de rendre ces fonctions intégrables, chacune en 
particulier, par le moyen de facteurs, parce qu'on ne saurait 
intégrer isolément les équations 

Pdj— Qd^ = o, Vdz — Rdj7=:o; 

car il faut bien remarquer que z ne doit pas être supposé con- 
stant dans la première, ni y dans la seconde ; mais on peut 
encore transformer l'équation (3) en une autre qui soit une 



dN 
d 
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différentielle exacte de la forme d N = / ( M) d H , pourra qu'on 
regarde les fonctions M et N comme cocitenant à la fois les 
trois variables jp, jr, z. 
Dans cet état de choses, Téquation 

dN = y'(M)dM 
se développe en 

^da: + ^drH-5^d.=,'{M)(^^d^4.^dr-h^d^j 

qui doit s'accorder avec l'équation (3). Tirant de l'une et de 
l'autre la valeur de dz, et égalant les coefficients des différen- 
tielles ûy et àx (339), on trouve 

dN ,,„,dM dN „„,dM 

_ , d^-^^^^dr gQ-~R _ d^-^(''^di^ 

^z ^ ^ ' ^z d-s ^^ ' d« 

La première de ces équations laisse arbitraire la fonction 
f'(M), puisque q est indéterminé; mais en le chassant de la se<» 
çonde équation, on change celle-<^i en 

Q ^^N_ , dM\ R /dN_ . > dM\ 
/dN ,,«xdMV 

et comme il y a deux fonctions inconnues M et N> on pourra 
partager cette dernière équation en deux autres, en égalant sé- 
parément à zéro la partie qui est multipliée par ?' (M). On aura 
de cette manière 



dM 

dx"^ 


Q dM 
P d^ 


-ï 


dM 

Àz ~ 


.**' 


dN 
Ax^ 


Q 
P 


dN 
dr 


R dN 
■^"P dz - 


o; 



or, d*après ce qu'on a vu dans le n° 321, les équations ci-dessus 
établissent que M= a, N = 6 sont les intégrales du système 

27. 
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(inéquations diflérentielles 

A ^A A ^A 

ax—rp^dx = o, dz— pdx^o, 

()ui reviem à 

(4) Pdj— Qdx = o, Pd^ — Rdx = o: 

c'est donc à l'intégration de ce système que se réduit ici la 
détermination des fonctions M et N. 
Prenons pour exemple l'équation 

xp-i-zq = —x; 
on en tire d'abord 

(40 ^dy — zdx = o, jrdz H- yd ^- = ^y 

équations dont aucune n'est intégrable en particulier ; mais, 
comme l'a remarqué Monge, il n'est pas nécessaire de des- 
cendre jusqu'au second ordre pour en déduire des différen- 
tielles exactes : il sufQt d'éliminer dx^ ce qui donne 

/d/+-sd^==o et /•-H^' = a. 

Prenant dans cette dernière la valeur de /, on change la 
deuxième des équations (4') ^^ 



dz dx 



xdz -\-dx>ia — -s^ = o, ou , H = o, . 

sfa — z^ ^ 

dont l'intégrale est 

arc (sin = -^ ) -hlx=lfr;. 

remettant pour a sa valeur, et passant aux nombres, on obtient 

arc ( sin = . | 

e j?= 6, 

d'où l'on conclut 

arc I sin = _ \ 

e ^ ^' ^ x^^[f-^z% 

pour l'intégrale de l'équation différentielle partielle proposée. 
348. On facilite beaucoup, dans un grand nombre de cas» 



DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET DE CALCUL IHTÉGRAL. 4a I 

rintégration des équations différentielles partielles du premier 
ordre, à trois variables, en les partageant en deux autres, par 
Tintroduction d'une quantité indéterminée, ainsi qu'on va le 
voir dans l'exemple suivant. 

Soit l'équation î(p,x) = ¥[q,x)f^^ l'on foit f (p, ar) = %>, 
on aura en même temps F( 9, /) = m, et l'on en tirera les équa- 
tions 

f, et F, étant des fonctions déduites de celles que désignent f 
et F. L'équation dz^pdx-hqdy deviendra 

mais si l'on représente les intégrales 

fiixf,(^,x), fdr¥,(f^,r)> 

prises en n'a jant égard qu'aux variables x et y, par P et Q, ces 
dernières quantités étant aussi des fonctions de «», il viendra 

d^f,(«», ar)= -j— dj7 = dP — -r-dw, 
'^ ' ax dw 

et par conséquent 

., = dP.dQ-(JÎ.^)... 

Cette dernière équation ne peut devenir différentielle exacte 
que par la supposition de 



d'où il suit 



on aura donc 






/(^^.Jâ) .. = „.,: 



équations entre lesquelles il faudra éliminer t», lorsque la fonc- 
tion arbitraire ^ (m) sera déterminée. 
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Il J9tifflt souvent de substituer dans réquation 

la valeur de p ou de ç, tirée immédiatement de la proposée, et 
4'intégrer ensuite par parties. Lorsqu'on a, par exemple, 
p»=f(î) (161), il vient 

dz==:dxt{q)'+-qd,y; 
on trouve 

s=z:^{(q)^qr—f[xV{q)^r]dq; 

et comme l'intégration indiquée ne peut s'effectuer qu'en po- 
sant ^r (?) 4-^= ?' iq), il en résulte 

z-hff(q)==xî{q)^qr, f(«) = ^^(«) +r H- 

De l'intégration des éfaatloxn diifér^tieUes partielles des ordres 
snpérie^s au premier. 

349. Au second ordre, les coefficients différentiels sont au 
nombre de trois pour une fonction de deux variables, et une 
équation différentielle partielle du même ordre exprime en 



(*) MoDge a lié, par des considérations trés-iiigénieuseS) Hiitégration des 
équations différentielles partielles ayec la génération des surfaces. ( Vores sa 
Géométrie analytique.) L'analogie des deux sujets se montre avBGÎ par l€to farmèft 
d'intégrales sur lesqueUes nous sonines tombés dans ce qui précède. L'équation 
N = ç>(M) (547) "Se rapporte au moAe de génëratioii indiqué dans le n» |4i; 
M z= A, N = 9(a) = ^9 sont les équations des lignes dont se composent les sur- 
ftto» oorrespoadaotm & TéqUatios 4if£âreBtieUe partieUd proposée, et qui «e 
succèdent suivant la loi exprimée par la forme de la fonction f. 

La seconde forme d'intégrale obtenue dans le numéro précédent, répond an 
mode assigné dans le n<> 162, pour la géaéralion des surfaces développables, 
auxquelles se rapporte le second exemple p = t[q). L'intégrale étant alors expri- 
mée par deux équation» de la forme 

V dV 

représente les Intersections successives d'une suite de surfaces tirées de l'équa- 
tion V = 0, par ia irariation de la quantité ai, et appartient par conséquent à la 
limite de toutes eês in^rseetions t cette limite -est donc formée de lignes dont 
la nature est donnée par les deux équations qui composent l'intégrale, lorsqu'on 
a particularisé la fonction arbitraire. Mouge nomme ces lignes caractéristiques , 
et appelle itirAM^<^^ envelopper celles quî résultent du système d'équations con- 
sidéré en dernier lieu. 
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général ime relation entre les variables indépetHlantes, la fonc- 
tion cherchée et ses coefficients différentiels^ tant du seeond 
ordre que du premier. Oans un ordre quelconque» cette rela- 
tion peut embrasser^ avec les variables, tous les coefficients 
différentiels depuis le premier ordre jusqu'à celui de Téqua- 
tion inclusivement. J'en rapporterai d'abofd quelques-unes 
qui s'abaissent à des ordres inférieurs. * 
I®. Toute équation à trois variables qui est de la forme 

s'abaisse sur-le-champ, de l'ordre m 4- w à Tordre m, en fai- 

d^js 
sant g— ; x= V, parce qu'elle se change en 

A de d'c d"!' ) 

On y doit supposer alors y constant, puisque tous les coeffi- 
cients différentiels de v qui s'y trouvent sont relatifs à x, et 
elle peut par conséquent se traiter comme n'étant qu'entre les 
deux variables at et i^ ; mais il est évident que pour donner à 
l'expression de ^^ toute la. généralité dont elle est susceptible, 
il sera nécessaire de remplacer les m constantes arbitraires 
qu'elle doit renfermer, par autant de fonctions arbitraires de 
la variable j^, prise d'abord pour constante. Ayant obtenu u, on 

d"J5 

remonte a z, par le moyen de l'équation -r— = v, dans laquelle 

on doit alors regarder x comme constant, et qui, devenant par 
là une équation de l'ordre n entre deux variables seulement, 
pourra se traiter ainsi que les équations de ce genre, en obser- 
vant néanmoins de changer en fonctions arbitraires ^e x, les n 
constantes arbitraires introduites par cette nouvelle intégra- 
tion, 
a^. Les équations de la forme 

./ dz d»z d»z\ 

H^'^-'^'dï' ÎT»' •••' dPJ = ^' 

^/ ûz d^z d»«\ 
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peuvent toujours être traitées immédiatement, conlfdes'il n'y 
entrait que deux Variables, savoir, x eiz dans la première, 7 
et z dans la seconde; et après l'intégration, on substituera aux 
constantes, dans Tune, des fonctions de 7, et dans l'autre^ des 
fonctions de a:. m 
Les équations du second ordre, 

dans lesquelles P et Q ne contiennent que x et^, se rappor- 

dz 
tent à la première forme. En y faisant ;=— = (', la première 

d</ 
devient -p •H-Pi' = Q, équation du premier degré et du pre- 
mier ordre, par rapport aux variables v et y, et dont l'intégrale 
est 

t. = e-/W7(/€/W/Qdj^H-'C) (285). 

Az 
Si l'on met pour y sa valeur -r— > et qu'on change C en y (:cr), on 

aura 

^ =:e-/^^.^[/^/P«»/Qd7-h?(^)] ; 

en intégrant cette fois, par rapport k z ex k x seuls, on trou- 
vera 

^=/d^e-/wjrj-y^/PdrQd^^y(^j-|^^(^). 

en traitant de même la seconde équation, on arriverait à 

z=fùxerS^''[feS^^Qdx-h^{r)]+^{^)' 
Lorsqu'on aura P == o, les résultats ci-dessus se réduiront à 

dans un cs^s, et dans l'autre à 

z=/dr/Qda:4-/drT(r)-+-+(^); 
mais comme la fonction ^ est arbitraire, on écrira simplement 

'S=/<i^/QdrH-.?{^)4-4'{r), 

J'observerai que ces derniers cas. ne dépendent que de l'inté- 
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gration des fonctions d'une seule yariabley et ont été traitées 
sous ce point de vue, dans le n'' 271 . 

Oaa des exemples de la seconde forme générale daaâ les 
deux équations 

la première doit être traitée comme une équation du second 
ordre, entre les variables x ei z; les constantes arbitraires 
dues à son intégration seront des fonctions de x • ^^ opérera 
de la même manière sur la deuxième, par rapport aux variables 
jr et z, et on changera les constantes arbitraires en fonctions 
de X. Pour ne donner que le cas le plus simple, je réduirai les 
équations proposées à 

dx^ ^' d^*-^' 

et je supposerai que Q ne contienne que xei xi les formules 
du n*^ 2ki donneront immédiatement 

z=/dxfQdx-\-Cx-hC', z=f dy/Qdx-i-Cr-hC', 

d'où Ton conclura 

z ^fdx/Qdx^Xffix)^ ^Ix). z =/dr/Qdr ■4-r?W+4' W- 

350. Dans le second ordre, je considérerai seulement les 
équations où tous les coefficients différentiels de cet ordre ne 
sont qu'au premier degré ; et pour simplifier les calculs, je 
forai usage des dénominations suivantes : 

dzz=pdx'i'qdXf 
dp = rd^-h«d/, 
dq =sdx'i'tdXf 
d*z = dpdx-^dqdx=rdx^'^2sdxdx-i'idx'9 

déjà employées dans le n^ iU* 

L'équation différentielle partielle du second ordre et à trois 
variables, considérée dans le cas général, ne peut donner que 
l'expression de Tun des coefficients r, s, /, en fonction des 
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deux autres «t des quantités p, ç, x, y, Zy ce qui ne su«t pas 
pour déterminer les difTérentielles Ap et Aq. On peut aussi, 
au moyen de ces différentielles, éliminer de Inéquation propo- 
sée deux des trois coefQcients r, s, t, et le résultat sera la re^ 
lation que cette équation suppose entre djn et df : c'est ce pro- 
cédé que Monge a suivi. 
Je l'appliquerai à Téquation 

Rr^-S5 + T/ = V, 

où je supposerai que les quantités R, S, T et Y renferment, 
d'une manière quelconque a?, ^, z, p et q. En y substituant 
les valeurs de r ^ de ty tirées des équations 

dp = rda: + 5dj^, dj=«dj7H- /d/, 

et qui sont 

àp — sAy àq — séx 

Ax Ajr ' 

oh trouve 

Rdpdjr-HTdçdd?— Vd^dj=«(Rd7»— Sd^d^+Td^»), 

équation dont il semble qu'il faudrait intégrer séparément les 
deux membres, à cause du coefficient différentiel indétermi- 
né Sy qui multiplie le second ; mais ici, comme dans le n*^ ZV7, 
il suffit dé parvenir à deux équations primitives M = a, N = ft, 
qui satisfassent en même temps aux équations 

Rd/?d/-t-Tdgdx— Vd^d7 = Q, 
Rdj»— SAxAy -f- Td^» = o; 

l'Intégrale de la proposée sera encore N = ç(M). 

Pour le démontrer. Je transforme d'abord les équations pré- 
cédentes en d'autres où les différentielles ne montent qu'au 
premier degré, et pour cela je fais dj= mAx. La seconde de 
ces équations, devenant, après la substitution, 

(A) Rm» — Sw-|-T = o, 

détermine la quantité m ; mettant ensuite pour Ay sa valeur 
dansRdpdj-f-Tdçdj; — Vdj7d7=o, on aura pour chacune 
des valeurs dont m est susceptible, un système d'équations de 
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la forme 

/,j J dj— mdarrro. 



Rmd/> + Tdg— Vmdj?=:o, 
auquel il ûtudra joindre réquation 

qui exprime la relation qu*ont avec la fonction x les coeffi- 
cients peiq. 

Cela posé, si les équations M = a, N = 6 satisfont aux équa- 
tions (i ), et que dans leurs différentielles 

dM^ dM^ dM^ dM^ . dM . 
_dxH.^d/4-^dz + ^d;, + ^dg = o, 

^N . ^dN . . dN^ . dN . ^dN. 
dx dy *^ dz, ^p ^ dq ^ ' 

on mette au lieu de di; sa valeur pdx + q dy, et au lieu de dy 
et de dq celles que donnent les équations (i), les résultantes 

/dM . dM . , ,dM VmdMX. 

[d^'^'^dy^^P^^'^^U^^dq)'^'' 
/dM RmdM\. 

/dN ^ dN -• , .dN . VTOdN\ . 

liû-^'"d7-^(^-^^'"^di+-T-di)*' 

. /dN Rm dN\ . 

devront être identiques, ctiacune en particulier, et se partager 
par conséquent dpns les suivantes : 

dM . dM , ,dM VmdM 

d¥-^'"d7+(^+î'")d7+-r d?=°' 

dM Rm dM_ 

dN dN , ,dN V/n dN 

di; + '»d7-^</'+î'")d7^-^ 6q=°* 

dN RmdN_ 
iip ï dg~*** 



428 rtAiTé tLÉMori AWK 

L'équation N =f^M) étant différentiée, donn«- 

dN = f'(M)dM, 

ou 

dN- . dN . ^dN. ^dN. _^dN.. 
_dx+^dr+jjd.-H^d/» + 5^dî 

//M^I<^M. dM. . dM . , dM . dM. I 

si l'on substitue, dans cette dernière, les valeurs de 

dM dM dN dN 
dx dp ' dx dp 

prises dans les quatre précédentes, et qu'on change dx en 
pdx-t.qdx,on obtiendra 



/dN . dN\ ... . , 

[dp-^^di)(^y-'ni^) 



+ ^^(timdp-hTdq—ymdx) 

4-i ~^(Rmdp4-Td?-Vmdar) j, 

ce qui revient à 

Rmd/^-hTdf — Vmd4r = w(d^ — mdx), 
eii faisant 

d^^^dl-^^^HdF + gdT) 

Si l'on remet réx-^-sûy et sÛJR-htdy, pour dp et dq, ei 
que l'on égale à zéro ce qui multiplie chacune des différen- 
tielles indépendantes dx etd/, on obtiendra 

Rmr-+-T5— Vm= — «m, Rm5 + T^ = »; 

puis en tirant de ces équations les valeurs des coefficients dif- 
férentiels r et /, pour les substituer dans la proposée» elle de- 
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viendra, après les réductions» 

«(Rm»— Sm+T)==o, ' 

et, en vertu de l'équation (A), elle sera satisfaite indépendam- 
ment des quantités •> et 5. . 

Le théorème démontré ci-dessus, ainsi que ses analogues 
dans les ordres supérieurs, n'a pas la même généralité que 
celui du n"* 347 ; car il faut bien remarquer que les équa- 
tions (i) peuvent renfermer à la fois les cinq variables ^r, y^ z, 
p et Çy et qu'en y joignant même l'équation dz=/idjr + ç d^-, 
' on' ne saurait parvenir, par l'élimination, qu'à une résultante 
contenant trois variables, laquelle par conséquent ne pourrait 
dériver d'une seule équation primitive, que sous certaines 
conditions (339). On se tromperait néanmoins si l'on concluait 
de là que quand les conditions dont on vient de parler ne sont 
pas remplies, l'équation dilTérentielle partielle propesée ne 
peut elle-même- dériver d'une seule équation primitive ; mais 
pour parvenir à son intégrale, il faut avoir recours à d'autres 
procédés, et le plus souvent on n'arrive qu'à un développement 
en série, comme on le verra plus loin (352, 353). 

361. Soit, pour exemple, l'équation 

ArTl-B5+C^ = V, 

dans laquelle A, B et C sont constants, et V est une fonc- 
tion de X et de 7. L'équation (A) devient pour ce cas 
A m* — Bm-|-C = o; ses racines, que je désignerai par mf et 
m'', étant constantes, fournissent deux systèmes d'équations (1) 
qui donnent, par l'intégration, 

jr — m' X = a^ 
km'p-hCq — m'jydxzzzby 

y — mf'x^=a'y 
km"p + Cç — m"/ Vd Jtr = 6', 

et où l'intégrale /Vda? ne dépend que d'une seule variable, 
parce qu'on peut chasser y de V, au moyen de sa valeur prise 
dans la première équation de chaque système : on a donc en 



r 
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même temps les deux intégrales premières de la proposée, 
Am'p + Cç — m'/Vda:=5=f(/— m'x), 

et en intégrant rime quelconque de ces équations, on arrive 
è rintégrale seconde. 
Si l'on prend la première, par exemple, elle donne 

Q 

on peut, pour simplifier, mettre m" au lieu de j — 79 puisqu'en 

Q 

vertu de Téquation (A) , mfmfzsz t; et en substituant dans 
d ^ =pd JT 4- qûx, on trouvera 

d« — ^/Vdjp— dar^(^-.iii'ar) = ç(dr— ifi'da:): 

les équations à intégrer ( 347 ) seront donc 

d X 
ûy — m^'darrsro, d^ — -j-/Vd« — dary (/ — m'a:) = o. 

On tire de Tune, y — mfx = a', ce qui change l'autre en 

d^ 
d^ jrf^^^ — darf [a' + (m'' — m')x] = o; 

mais le dernier terme de cette équation peut être mis sous la 

forme 

{m' — m')dxff'[a'-^{m'''--mf)x], 

parce que la fonction f est arbitraire; et Ton voit alors que 
rintégrale de ce terme est f [a' -h (m'' — m' ]x], 7 désignant 
une nouvelle fonction arbitraire dépendante de /• Par ce 
moyen, l'équation précédente s'intègre et donne 

lorsqu'on remet pour a' sa valeur. Il faut bien remarquer que 
pour obtenir fàxfVdx, on doit intégrer une première fois 
par rapport à x, en substituant au lieu de/ sa valeur, tirée de 
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réquatîon /-— m'arsro» comme il a été dit plus haut ; mais 
lorsqu'on sei^ parvemi au résultat, on remettra au lieu de a sa 
valeur y-^m'x^ et avant d'effectuer la seconde intégration, 
on changera x ^^ al -^m^x , ainsi que l'exige l'équation 
y — nfx^=iciy trouvée en dernier lieu. En général, quand 
on aura plusieurs de ces intégrations successives à effectuer, 
on ne pourra jamais employer à leur simplification que les 
équations qui doivent avoir lieu en même temps. 4vec 
ces attentions , l'inlégvale seconde de Téquation proposée 
Ar-hB5-hC^ = V, sera 

« — -^/d Jt/Vdx= ç(j^— m'a;) ■4-+(r— i»*"*). 

Si l'on avait A = i, B = o, C = — c* et V= o* ce qui chan- 
gerait l'équation proposée en 

r^c»^ = o, ou _=c»3p( ), 

l'intégrale deviendrait 

z = y (7 — c^) -h 4» (/+ ex). 

352. Non-seulement la méthode précédente n'embrasse pas 
tous les cas de l'équation du premier degré et du second ordre 

Ar 4- B* + C^ + D/i + Ej 4- Fz r= U, 

lors même qu'on y suppose constants les coefficients du pre- 
mier membre, mais elle échoue sur l'équation très-simple 

d»z dz 
r = g. ou jp = 5^, 

qu'elle fait dépendre de l'intégration des équations simulta- 
nées 

d7=o, d/i — jda: = o (350); 

car la seconde, qui renferme trois variables, y>, q et Xy ne sau- 
rait devenir une différentielle exacte (339). 
U ne faut pourtant pas conclure de là que l'équation différen- 



(*) Cette équatioQ est celle des cordes vibrantes. 



43 a TRAITE ÉLâtfBNTAIRB 

llelle parlieHe proposée ne puisse pas être intégrée, et même 
d'une manière très-générale. Si d'abord l'on y fait ^ = Ae^+v, 
les lettres A, m et /i désignant des constantes Ipdéterminées, 
le coefficient A et l'exponentielle disparaîtront» et il ne restera 
que l'équation à deux inconnues 

à laquelle on pourra satisfaire d'une infinité dé manières. Si 
l'on se donne m, on en déduira l'expression 

z = Ae'^+'"X 

qui vérifie Téquation proposée, quelles que soient les valeurs 
de A et de m : si donc on prend pouf ces quantités une suite 
infinie de valeurs 

Al, mr. A», ma, A|, m,, etc., 

on trouvera autant d'expressions, dont la somme satisfera en- 
core à la proposée (309), en sorte qu'on aura 

z = ke^^^^y 4- A|é-«*+^?/ ^ A,c-«*+'"?J' r+. etc., 

série à laquelle on pourra donner autant de termes qu'an vou- 
dra. I 
Si l'on avait pris m pour inconnue, il en serait résulté 

m = ±)ln et j5 = Ac=*=»*^+v, 

d'où l'on aurait pu déduire pour z deux séries différentes en 
apparence, savoir, 

z = Ac**''^/ 4- Aic*'^+"^ -+-etc., 

2 = A ê-* *^+v ■+■ A, e-**''^+'*^ -h etc. ; 

mais ces résultats ne sont pas plus généraux que le premier, 
puisqu'on peut donner à m des valeurs négatives aussi bien 
que des valeurs positives. 

353. Laplace avait cru d'abord que l'équation proposée ne 
pouvait admettre de fonctions arbitraires dans son intégrale; 
M. Paoli a le premier reconnu le contraire, lorsque cette inté- 
grale était développée en série, suivant les puissances de/. 
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En effet, si Ton pose 

z = P -f. Qj + Rj' 4- Sj> 4- etc., 
P, Q, R, S, etc., désignant des fonctions de ar, on aura 
dVs^ ._ dM? d^ d^ 

dz 

— = Q -h 2 Rj 4-38/» -4- etc., 

d'où Ton conclura 

•^ d»P „ I d^Q 1 d*P • 

V? = j — : » ti = - -5 — - = - -z — - y etc. ; 

et comme rien ne détermine P, on peut le supposer égal à une 
fonction arbitraire de or : on aura ainsi 

z = ff{x)^^''[x)^ + f-(x)^^exc., 



ou 



^ W^dV' r(^)=-Ty' etc 



dx^ ' TV-;— ^1^ 

Si l'on développait Tinlégrale suivant les puissances de x, 
en posant 

2 = P -4- Q J7 ■+■ R J7' H- Sa?' -h etc., 

P, Q, R, S, etc., désignant alors des fonctions de 7-, les deux 
premiers coefficients P, Q, resteraient indéterminés, et Ton 
pourrait par conséquent introduire dans l'expression de z deux 
fonctions arbitraires; mais M. Poisson a montré que ce second 
résultat n'était pas plus général que le premier, et que la même 
circonstance s'offrait dans toute équation qui ne contenait pas 
en même temps les deux coefficients différentiels de son ordre, 
pris par rapport à x seul et à j seul (*); 

354. Ce qui précède suffit pour prouver qu'on ne doit pas 

établir un^ analogie complète entre les fonctions arbitraires 

'qui entr^ent dans les intégrales des équations différentielles 



(*) Vojres le Traité in-4®, tortie II, page 6^9. 

6« éd. 1. 28 
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partielles, et les constantes des intégrales des équations diffé- 
rentielles ordinaires (298). Le nombre des premières n'est pas 
toujours égal à l'exposant de Tordre de Téquation différentielle 
partielle proposée. 

Cette remarque peut se faire directement sur Télimination 
des fonctions arbitraires, entre les équations primitives et leurs 
différentielles partielles (140); car soit u = o, une équation 
contenant, avec les variables Xy y^ z, deux fonctions arbitrai- 
res ff[s), -^{t) des quantités * et ^ données en Xy y, z; si Ton 
passe aux différentielles premières et secondes, suivant ce qui 
a été prescrit dans le n® 137, on trouvera cinq nouvelles équa- 
tions, savoir, 

du du 

d^u d'w d^ 

d^' — ''' ÎÛdr"^' dj^^""' 

et l'on aura introduit les quatre fonctions 

1111)=,,.,, '-M^=m. 

on aura donc à éliminer six fonctions inconnues, c'est-à-dire 
autant qu'on a d'équations, ce qui ne pourra se faire que dans 
le cas 011, par la forme particulière de Téquation le = o, deux 
de ces fonctions disparaîtront en même temps. 

365^ Les fonctions arbitraires qui entrent dans les intégrales 
des équations différentielles partielles se déterminent» en 
supposant que la fonction z prenne des formes particulières, 
lorsqu'on assigne des relations entre.les variables j et x. Voici 
deux exemples de cette détermination, dans les cas les plus 
simples. 

I". Si l'on a i=M<p(V), M et V désignant des fonctions 
données en j?, x ^t ^> et qu'on veuille déterminer la fonction 
représentée par la caractéristique y, de manière qu'en posant 
F{x,jry 2) = 0, on ait en même temps {(x, y, z) = o, les ca- 
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ractéristiques F et f désignant des fonctions connues, on fera 
\z=:t,ei Ton combinera les trois équations 

pour en tirer des valeurs de ar,/ et -e en / f substituant ces va- 
leurs dans M, qui deviendra une fonction de i, que je désigne 
par T, on aura 

, l=rl>(0, OU f(0 = ç» 

et la fonction 9 sera par conséquent déterminée, si l'on remet 
danscette dernière équation pour ^ et T, leur valeur en x^yelz. 

2». Soit 

•i=M7(V)-hN>KV); 

comme il y a deux fonctions à déterminer, il faut qu'il y ait 
deux conditions : on doit supposer que 

F(x, /, z)r^o donne f(x,yfZ)=xo, 
et que 

F^(j7,7, z) = o donne f'{x,y, z)=o. 

Faisant toujours \=t, et tirant des trois. équations 
\ = t, F(x, 7,z)=o, t{x,XT^) = o, 

les valeurs de x, jr^ z en /, on changera M, N en fonctions de ti 

et désignant par T et 9 ces fonctions, on. aura 

(1) i = t^[t) + ^[t). 

On combinera ensuite les équations 

V=<, F'l^,r, z)=o, V[x,x,z)=o, 

pour 6D déduire des valeurs de x, y y z en ^ afin de transfor- 
mer encore M et N en fonctions dé cette seule variable; et si 
les résultats sont représentés par T et 9', il viendra 

Au moyen des équations (i) et (2) on déterminera les fonc- 
tions Y et >p en ^ puis on remettra à la place de t sa valeur V (*). 

(*) La détennination des fonctions arbitraires rerient à faire passer par des 
eourbes données les surfaces qui représentent les équations proposées; et ces 
eowrbes peuvent être eoniinues ou discontinues^ ainsi que les fonctions elles- 
mêmes- Si les fonctions 7 et /r dépendaient de quantités différentes, on ne 
pourrait plus procéder comme ci-dessus. (Fo/es le Traité in-4®> tome III, 
page aaS.^ 

, 28. 
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Db la méthode des variations. 
Recherche de la variation d*une fonction quelconque, 

' 356. Toutes les applications du calcul différentiel présentées 
précédemment supposent qijie la* dépendance des variables 
demeure constamment la même dans le cours de la question ; 
mais il y a divers genres de problèmes pour lesquels il faut 
concevoir que cette dépendance change : en voici un exemple. 
Quand V désigne une fonction contenant^,/ et les coefficients 
différentiels de/, Tintégrale fVAx est susceptible, entre les 
mêmes valeurs de x, d'une infinité de valeurs qui dépendent 
de la relation établie entre x et j; en sorte qu'on peut deman- 
der quelle est, parmi toutes les relations possibles, celle qui 
fait prendre à l'intégrale fYdx, entre les limites données, la 
plus grande ou la plus petite valeur. L'intégrale /Vd:c, lors- 
qu'on ne particularise pas la relation de y kx, exprimant la 
mesure d'une propriété commune à toutes les courbes, on 
demande alors pour quelle courbe celle propriété e$l un maxi- 
mum ou un minimum. Il est visible que si CE [fig. 6i) repré- 
. sente cette courbe, il faudra que pour toute autre, 7s, l'inté- 
grale fVdx ait une valeur plus petite dans le premier cas, et 
plus grande dans le second. Pour satisfaire à celte conditioi), 
la première chose à chercher est la différence qu'un change- 
ment quelconque dans la relation de 7 à ^, ou dans la nature 
de la courbe qui représente cette relation, produit sur l'inté- 
grale fWdx. Ce chafigement s'exprime en faisant varier j in- 
dépendamment de^r ; car lorsque l'on considère deux courbes 
CE et 7r, la même abscisse AP répond à deux ordonnées PM et 
Pfit, et leur différence Mfx doit êlre (^slinguée des différences 
M'R et /x'p, qui ont lieu entre deux ordonnées consécutives 
prises sur la même courbe. 

Lagrange, qui marqua le commencement de sa carrière par 
la découverte du Calcul des Variations, en a fait aussi à la mé- 
canique une application, de la plus haute importance, dont on 
saisira facilement le but, si l'on observe qu'on peut considérer 
les coordonnées des différents points d'un corps qui se meut, 
soit pour comparer au même instant deux points de ce corps, 
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soil pour comparer deux positions consécutives du même 
point» Dans Tun de ces cas, il n'y a entre les coordonnées, de 
dépendance que celle qui résulte des surfaces qui terminent 
le corps ; dans l'autre, les coordonnées changent suivant les 
conditions du mouvement établi, et avec une variable nouvelle 
qui est la mesure du temps : voilà donc encore deux manières 
défaire varier les mêmes quantités, qu'il est à propos de mar- 
quer par des signes distincts. Celle de ces manières qui suc- 
cède à l'autre constitue le Calcul des Fariations, dont on ne 
peut embrasser les divers usages qu'en le regardant comme 
ayant pour but de différentier sous un nouveau point de vue, 
des quantités qui ont déjà été différentiées sous un autre : on 
établit ensuite dans le second mode de différentiation l'hypo- 
thèse convenable à la nature des questions qu'on se propose 
de résoudre (*). 

357. C'est par la caractéristique ^ que Lagrange désigne la 
nouvelle différentiation, et cet usage a été adopté. Pour ne pas 
sortir des limites de mon sujet, je me bornerai à développer 
les ïwîncipes de l'application du calcul des variations aux ques- 
tions géométriques. 

Dans ces questions, la caractéristique d s'emploie pour le 
passage d'un point à un autre sur la même courbé, et la carac- 
téristique $ est appliquée au changement de courbe : ainsi M'R 
étant représenté par d j [fig. 6 1 ) , M p sera ^y\ et il suit de là que 

En passant du point M' au point ft', puis tirant fxr parallèle 
k MM', on verra que 

^'r = /p — M'R = d.Pf*-d.PM 

est le changement de d^, d'une courbe à l'autre, et l'on aura 

P'ft' = Pp -h pr-+- fi' r = jr -h ^7 -h dj 4- <îdy 
= j-hd7 + (y(j-hdj); 

mais le point ]tf étant consécutif au point p, sur la courbe 7«, on 

' (*) Voyez la Mécaniifue analytique, 2® édition, page 80 du tome I. 
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aura aussi . 

et la comparaison de ces deux expressions donnera 

La même chose peut aussi se prouver sans la considération 
des courbes, en représentant par ff(x) l'état primitif de j^, et 
par une autre fonction 4r(^) son état après la variation {*). 
A\oTs9jr=i^[x) — y (^) sera une certaine fonction de x, et 
par conséquent une fonction de y^ à cause de la liaison primi- 
tive de ces variables : désignant donc par n cette dernière fonc- 
tion, on aura 

D'après cette loi, et faisant, pour abréger, y -h d/-^/', on aura 
pareillement 

d'où l'on conclura 
mais comme 

dx=y-r> . 

(*) Afin de donner une origine commune aux fonctions f et tp, Euler, qui 
e^empressa d'adopter et d*éclaircir le calcul des Tariatlons, regardait la valeur 
primitÎTe de y, ou f(r), comme déduite d'une autre fonction, contenant, avec 
la yariable x, une nouyelle variable t, et se changeant en ci») lorsque i = o. 
{Novi Canon, Àcadi Petrop., tome XVI, page 35.) Par ce moyen, jf-h^X devient 

r^ -j-df, et -p étant pris dans lliypothèse de i sr o, représente, tant qu'on 

ne particularise point la composition der en t, une fonction arbitraire de x. La 
valeur générale dey serait exprimée par la sérié 

drdt d*rdt* 

d< I dt* i.*2 ' 

la variable fêtant supposée égale à aéro dans r et ses coefficients différentiels; 
et en prenant les coefficients différentiels de cette série par rapport à x, on for- 
merait toutes les quantités qu'il faut substituer pour obtenir l'état varié de 
l'intégrale /Vdx, ordonné suivant les puissances dé dr. C'est sous cette forme 
que Lagrange, dans la dernière édition de ses Leçons sur le Calcul des Foncn'onsy 
présente celui des variations, à Tégard duquel il entre dans beaucoup de détails 
trèft-intéreiBant».( For« le Traité in 4®» tpme U, page 723.) 
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il viendra, en prenant les variations, 

ee qui donne encore 

Il suit de là que Sdy=^ d*djr=d'*/;'et en continuant ainsi, 
on obtiendra le théorème fondamental 

en vertu duquel on peut transporter la caractéristique 9 après 
la caractéristique d. 

Pour donner plus de symétrie au calcul, ainsi que pour em- . 
brasser des circonstances relatives aux limites des intégrales, 
et dont on verra plus loin quelques exemples, on fait varier x 
aussi bien quej^; mais le théorème ci-dessus ne cesse pas 
d'avoir lieu pour cela, parce que la loi de la variation étant 
constante, quoique arbitraire, Sx est une fonction de ^r, de 
laquelle se tire Sx* y en y changeante en x' : il en résulte 
^djcrsd^o:, et pareillement ^dV=d*V, pour toute fonction 
V dépendante de x^ de y et de leurs différentielles. 

358. Il existe un théorème analogue par rapport au signe /. 
En effet, si l'on représente /U par U, , il viendra • 

dU, = U, puis MU.^^U; 

transposant la caractéristique S après la caractéristique d, et 
passant ensuite aux intégrales, on trouvera successivement 

puis remettant pour U| sa valeur,^onàura enfin 

3Sd. Cela posé, on voit que pour obtenir la variation d'une 
fraiction quelconque U contenant x^ y et leurs différentielles 
des ordres quelconques, il faut supposer que x et 7 se chan- 
gent respectivement en x-h Sx, y -h S y, et regarder Sx ex S y 
comme des fonctions arbitraires l'une-de x, l'autre de^. En se 
bornant aux termes où les variations ne passent pas le premier 
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degré, Topération revient à différentier par le procédé ordi- 
naire la fonction U, tant par rapporta x eih y, que par rapport 
à leurs différentielles considérées comme des variables dis- 
tinctes, mais en marquant par la caractéristique 9 la dernière 
différentiation. Il est visible en effet que, dans cette hypo- 
thèse, les diTférentiélles de 

X, j, dx, dj, etc., 
sont 

9^9 9t> ^dx, àdy, etc. 

Si donc la différentielle ordinaire de U est 

dU q= Md^ rh Nd'or -h Vd?x 7+- Qd« j? -h etc. 

-I- mdy H- md*j -h pA*x + 9 ^^T "*" ^^^^ 

il suffira d'y changer le dernier d en ^, et il viendra 

^U == M^^c -f- N ^d:r -f. P^ d»^ -H Q^d'ar -h etc. 
-+- m$y'\- nSdy +/?^d'j -H g^d*j -f etc. 

Quand la fonction U sera sous la forme Vdor, V ne conte- 
nant alors que 

dr dp 

*on aura 

dV=:Mda: + Ndj4-Pdp-i- Qdg +Rdr-hetc., 

et la variation de V sera 

^V= M^^+ N^j + V9p + QSq -h R^rH- etc., 

en observant que les quantités p, q, r, etc. doivent y être re- 
gardées comme renfermant deux variables indépendantes, x 
etj (numéro précédent), et que par conséquent on peut pren- 
dre leur variation dans deux hypothèses. différentes, savoir, en 
ne faisant varier qu'une de ces quantités, oti en les faisant va- 
rier toutes les deux. J'opérerai ici sous ce dernier point de 
vue, parce que, comme Je Tai déjà dit, il est plus général, et 
que d'ailleurs on en tire les résultats qui conviennent au pre- 
mier, en supprimant les termes relatifs à celle des variables 
que Ton veut traiter comme constante. En différenliant par la 
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caractéristique S, les. fractions 
dy\ I d^^d^ — dj^d^r d^^ — p&$x 

p-ï^\ rp= ô:^. — —AT — * 

^d/>f I dxSép — dp$dx ^_ d$p — qdSx 

^ d\r) on trouve; ^ "~ d^' d^^ ' 

_ djgl j _ dxMq — dq$âa: __ dd'q — rûSx 

dj7i I dx^ ^ dx 

etc. / \ etc., 

et à l'aide de ces formules on obtient la variation d'une expres- 
sion quelconque, renfermant x, y et leurs différentielles de 
quelque ordre que ce soit. 

360. Lorsqu'il s'agitd'une formule intégrale /U, dans laquelle 
U est, comme ci-dessus, une fonction de ;c, x c^ ^^ leurs diffé- 
rentielles, on a ^jfU =/^U (358), et par le numéro précédent 

fS\]z=f [MSx -h ^Sdx -h ^Sd'x-j-QSd^x rh etc.) 
-hfimSx-hnSdx -i-p^dy -f- g tî d »/ -H etc.) 

Cette expression n'est pas réduite à la forme la plus simple 
qu'elle puisse avoir : il faut faire en sorte qu'il ne reste sous le 
signe /aucun terme contenant à la fois les caractéristiques d 
et ^appliquées l'une sur l'autre; et c'est à quoi l'on parvient, 
en transposant d'abord la caractéristique S après la cargiCtéris- 
tique d, et en intégrant ensuite par parties, comme on le voit 
ci-dessous, . 

fUSx =r:fMSx, 

fmdx=f^d$x =^^x -fd^$x, . 

/P^d*^=/Pd'^x = Pd^a: — /dPd^x 

==Pd5a: — dP^^-f-/d'P^^, 

fQBd^x—fQd'Sxzz^Qd'Sx — fdQd'Sx , 

= .Qd»^a:- 4Qd5^ -hfd'Qd^x 

= Qd'Sx--'dQdSx + d'QSx-^fd'Qex, 

etc. etc. 
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Oû aura pareillement 

fmBx —fmijr^ 

fn9dy = fnd9x=^nSy — /d/iiîj, 

fp9d^y=fpd'^X=pd9y'^dp9x -^Jd^pèy, 

fq9d'x=fqd'^y=qd^âx—dqdSx-i'd'q9r—fd*q9x, 

etc., 

et en substituant, il viendra 

/^U==(N-dP+*Q — etc.)^x-+-(P — dQ-hetcOd^o: 

-4- ( Q — etc. ) d»^«r -f- etc. 
-f- (n — d/? -+- d'g — etc.) Sy-h (/? — d g + etc.) dSy 

+ ( g — etc. ) d^Sy + <^^c- 
+./(M — dN-hd»P — d»Q-hetc.)^x 
■47/(m — dn-hd»/? — d^q -^ eic.)9y. 

Ce résultat est composé de deux parties semblables. Tune 
produite par la variation de x, et l'autre par celle dey; et il 
est aisé de voir qu'on retendrait à une fonction d'un nombre 
quelconque de variables, en y ajoutant, pour chacune; des 
termes pareils à ceux qu'a fournis la variable x ou la varia- 
ble 7, 

361. Lorsque l'expression /U est mise sous la forme fVdx, 
c'est-à-dire qu'il n'entre dans V que les variables x, y et les 
coefficients différentiels de y, le calcul du développement de 
la variation parait un peu* plus compliqué, mais il mène à des 
conséquences remarquables. Il faut d'abord observer que 

efVdx=:fS(\dx)=zf\dSx'hfdxây, 

fYdexz=\ex'-fdXexy 

et que par conséquent 

^/Vd^=:V^^H-/(da:^V-dV^^). 

La quantité dxS\ — d\$^x se forme en écrivant pour ^V 
et d V les valeurs rapportées dans le n® 359, et il vient 

dxây^dYSx = ^{dx9y — dy5x)-hP{dxSp'^dp9x) 
'hQ[dxSq^dqSx)-\'eic.; 
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puis mettant /7 d or pour dy, dans cec^qui multiplie N, et la va- 
leur de 9p ( 359), dans ce qui multiplie P, on trouvera 

dxSjr — dx^x = dx {^y^ P^^)j 
• dx$p — dp$x = dSy — pdSx — dpSx = d ( Sy- — p^x), 
d'où il suit 

Si Ton change y enp elp en q, on obtiendra de même 

dxèq-^dqSx^d l ^ ^7" — £-^\j 

et ainsi de suite : faisant donc 

êX — pàx^=ià», 
il en résultera 



dx3jr^-dy9x=:(Adx, dxSp — dp9x ^^d^, 

dxdq — dq9x = d-T—j etc., 
et par conséquent 
/(d^^V— dV^:r)=/N«dar-+-/Pd«-4-/Qd^-Hetc. (*). 

iXX 

En intégrant par parties, dans le second membre de cette 
équation, chacun des termes où il y a des différentiations indi-- 
quées sur la quantité u, on aura 

y P d w = P w — 1 -=— . » dor, 

f^^di^^^di-Jd^"^^ 

^dw dQ fi , dQ ^ 

= <5dï-d^^-^Jdï^dï'"^^' 
etc. ; 

( *) L*iDterprétatîoii géométrique de la quantité w est facile à faire. Si au lieu 
de passer du point M, à la courbe ys, suivant Tordonnée primitive PM, oq passe 
obliquement de M en /a (/^. 6a), la variation r/A = âj^ se composera de deux 
parties mr et m^m ; et l'équation différentielle de la courbe CE étant djr = pdx, 
si Von fait Pw = J*, il viendra mr = p9x, puis 
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et, avec ces expressions, on obtiendra 

$fy d^ = V(î^4-jP— ^H-etc. 

d ft> 
d^ 



Q — etc. 
etc. 



.rJN-^4--=Ld^_etc.|«d^. 

J { asc ax aa: ) 



-/ 



On étendrait sans peine ce résultat à un plus grand nombre 
de variables dépendantes de x, en ajoutant pour chacune^ des 
termes pareils à ceux qu'on a trouvés en ne considérant que j; 
mais ce qu'il importe d'observer, c'est que si Ton remet pour w 
sa valeur $x — p^x, la partie affectée du signe / prend la 
forme 

^ d P I . d Q , I ■ . . 

N — -i h 3— d :j-^ — etc. \pdxSx; 

dx dx dx ) 

et Ton voit que dans ce cas, le coefficient de 9y et celui de Sx 
ont une relation qu'on n'aperçoit point dans le numéro précé- 
dent : en désignant le premier de ces coefficients par 4^, le 
second sera — ipp. 

362. Une remarque non moins digne d'attention, c'est que 
si, dans le développement de ^/U(360), on avait 

M— dN4-d^P — d»Q-|-etc. =o, 
m — d?H-d*p — d^q -hetc. =±o, 

la variation fS\] serait entièrement délivrée du signç f; mais 
ces équations sont précisément celles qui doivent avoir lieu 
pour que la fonction U soit intégrable par QÏle-même. Cette 
proposition, annoncée dans le ri® 280, se prouve à priori^ en 
appliquant à la recherche de ces conditions la méthode même 
des variations. 

En effet, soit U la différentielle d'une fonction U, ; on aura 
U = d Ui ; et par conséquent 
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d'où il suit que si U est une différenlielle exacte, ^U en doit 
être pareillement une ; et par conséquent lorsqu'on a fait sor- 
tir du signe /, dans l'expression de /^U, tous les termes qui 
peuvent s'intégrer, il faut que l'ensemble de ceux qui restent 
soit nul par lui-même, sans qu!on ait besoin de supposer au- 
cune relation entre x^ y, Sx, 9 y. 

Le développement de SfVdx, ne fournissant que la seule 
condition 

N — -z Ht— d;3 etc. = o, 

ûx ax Qx 

montre que celle qui se rapporte à la variable x dévient inu- 
tile quand la fonction U est ramenée à la forme Vd^, V ne con- 
tenant que x,xei des coefficients différentiels de x (*)• 

363. Ces remarques ne se bornent pas à l'expression de /U: 
elles s'étendent également à celles de //U, ///U, etc., quel 
que soit le nombre des signes d'intégration ; et en cherchant 
aussi la variation de ces dernières formules, on trouve les 
équations de condition, qui doivent avoir lieu pour que la 
quantité U soit là différentielle exacte d'une fonction U, d'un 
ordre immédiatement inférieur, d'une fonction U, d'un ordre 
inférieur de deux unités, et ainsi de suite. 

En effet, puisque 

il viendra 

^U, = ^/U,=/<îU.=/^/U; 

et l'on obtiendra ^Uj en intégrant de nouveau SfV. Or, par le 



* {*) Cette transformation n'est pas toujours possible. Soient, par exemple, 
les deux fonctions 

dxd»j<H-djd*J dxd'j- — d^d-x 

d^î •* d:^^^ ' 

si Ton y change 

dy en pdx, d*jr en ^d**H-^d*x (131), 

d'x ne disparait que dans la seconde : on ne peut donc pas, dans la pre- 
mière, regarder j- comme dépendant immédiatement de x, ( Vqyes le Traité 
iiH°, tome I, page 217.) 
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n» 860, 

^/U = (N — dP -h d'Q— etc.) *^H- (P — dQ -Hetc.) d^x 

-4- ( Q — etc. ) d'^ j?+ etc. 

-h {n — d/?4-d^g — eic.)^/ -h (/? — dç-helc.jd^j 

-+- ( 9 — elc, ) d»^/+ etc. 

-i-/(M — dNH-d»P — d»Q + elc.)^^ 

+/(/n — d/i + d»/> — d'ç-f-etc.)^/: 

on aura donc 

^U,=/{N— dP-Hd»Q — etc.)^^-4-/(P — dQ-4-elc.)d*ic 

-f. / (Q — etc*) d» Sx + etc. 
-h /(n — d/i 4- A'q — etc. ) Sy-hflp — dg -i- etc.) d */ 

-h / ( g — etc.) d»*7 -H etc. 

4-//(M — dN-Hd'P — d»Q-helc.)^^ 
-f-//(m — dn-hd*p — d'ijf -i-etc.)^/; 

et intégrant par parties les termes qui contiennent encore des 
différentielles de ^ j; ou de Sjr, on trouvera 

•5U, = (P— adQ-h3d»R— etc.)^a?-4-(Q— 2dR+etc-)d^j: 

-4- (R — etc.)d»^^-hetc. 
-f-(/> — Tidq H-3dV — eicJ)Sx-h(q — 2dr-Hetc.)d5j^ 

-f- (r — etc.) d*^/-hetc. 
-4-/(N — 2dP H- ad»Q — 4d»R + etc,)^j; 
+ /(n — 2d/>-f-3d'g — 4d*r -f-etc.)^7 
-f-//(M — dN-hd»P — d^Q4-d*R — etc.)^^ 
-4-//(m — d/i + d'/> — d^q -h dV — etc.j^j. 

Telle est la variation demandée, qui ne sera délivrée des deux 
signes / que quand les équations 

N — 2d P H- 3d*Q — 4d»R + etc. = o, 

n — 2dj[>-h3d'5^-4d*r-Hetc. =o, 

M — dN H- d'P — d»Q -h d* R— etc. = o, 

m — dn + d^p — d^ j -h d' r — etc. = o, 

seront identiques; alors ^Ui, étant intégré une seule fois, par 
rapport aux variations, donnera U^, ou l'intégrale seconde de la 
proposée. 
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Soit, pour exemple, 

U = ard*j-h adard j+jd'a:; 
on a 

^U = d*jr^ar-l-2d7d^ar -t-jrd'^arr*- d»x^jr+2da:d^7-4-jFd'5'/, 

M=d'r, N = 2d7, p=r, 

m = d*j7, n = 2da7, p = j?, 

et les équations de condition ci-dessus deviennent 

ad/ — 2d/ = o, 

ador — ad JT = o, 

é*x — a à^y -i- d*j= o, 

d»a: — ad*ar4-d*a: = o : 

la fonction proposée est donc immédiatement intégrable. La 
partie /^:r -4-^^/, délivrée du signe /, donne, en l'intégrant 
par rapport aux variations, U,=a7j^-H const. 

La marche des calculs précédents montre que la première 
intégration d'une fonction différentielle de m variables exige 
m conditions, quand ces variables sont considérées comme in- 
dépendantes, et que pour un nombre n d'intégrations succes- 
sives il y aurait mn équations de cpndition. II y en aurait seu- 
lement m*— I pour la première intégration, et n{m — i) pour 
toutes ensemble, si la fonction proposée était sous la forme 
/■ Vdx", V ne contenant que des coefficients différentiels. 

Des maximums et des minimums des formiileB intégrales 
indéterminées. 

364. On peut appeler intégrales indéterminées les exprès* 
sions telles que //d j?, f^dx^ -t- d^, lorsqu'on n'assigne au- 
cune forme à la fonction y ; mais pour être susceptibles de 
inaximum ou de minimum, ces intégrales doivent être déji- 
niïss (229), puisque ce n'est qu'entre des. limites données 
qu'elles auront une valeur fixe, quand ^sera déterminé en x. 

Les principes exposés dans le n"* 155, à l'égard des fonctions 
dont la forme est donnée, s'appliquent aussi , avec le secours 
du calcul des variations, aux intégrales indéterminées. En 
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effet, d'après la marche tracée dans le n*» 4-5, le résultat de la 
substitution de 

x-i-Sx, /-4-^j, dx-i-^dXf d/H-^dj, etc., 

à la place des quantités 

Xy y y dx, dj, etc., 

dans une fonction quelconque u de ces quantités, pourra s'or- 
donner suivant les puissances de 

5j7, ^j, ^dj7, 5dj, etc., 

et ^M contiendra tous les termes de ce développement, dans 
lesquels les variations ne montent qu'au premier degré. Ces 
termes, changeant de signe en même temps que les variations, 
doivent, suivant la théorie rappelée ci^dessus, s'anéantir lors 
du maximum et du minimum^ guels que soient ^x et ^yx il 
faut donc que 5m== o. Lorsque u =/U, il vient ^ u —/^U ( 358): 
au maximum et au minimum de /U, on a donc f9\J=Oy en 
observant que c'est entre les limites assignées à /U que /^U 
doit s'évanouir. 

U résulte aussi de la même théorie, que la condition 8u=zo 
n'entraîne pas nécessairement l'existence du maximum ou du 
minimum, parce qu'il faut en outre que les termes où les va- 
riations, s'élèvent au second degré, conservent .toujours le 
même signe; la discussion de ces dernières conditions est trop 
conapliquée et trop délicate pour trouver place ici. 

365. Le développement de fSV est composé de deux par- 
ties bien distinctes (360), puisque l'une est délivrée du signe/ 
et l'autre y demeure soumise ; on peut représenter la première 
par 

a^a: + p(î/-|-aid^^H-p,d(yj-|-etC., 

et la seconde par 

Ces parties ne sauraient être comparées entre elles, puisque'la 
dernière n'est point intégrable, tant que ^^ et ^j^ conservent 
l'indépendance qu'exige la nature du problème; et dans cet 
état on ne peut la faire évanouir qu'en posant séparément les 
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équations 

dont le nombre est généralement égal à celui des variations in- 
dépendantes ; mais lorsqu'il n'y a que deux variables, et que 
U peut prendre la forme Yàx, le développement de la varia- 
tion de /Vd;r, dans le n° 361, fait voir que x = — +P> et que 
jpar conséquent xd^-l-+d7=o, condition d'ailleurs facile à 
vérifier en particulier sur chaque exemple. Il en résulte que 
Tune des équations x = o, 4» = o ayant lieu, Vautre s'ensuit, et 
qu'il n'y a, entre x et /, qu'une seule relation qu'on aurait 
également obtenue en posant Sx = o, c'est-à-dire en ne fai- 
sant point varier x ; mais cette hypothèse restreindrait beau- 
coup, comme on va le voir, les propriétés de la partie délivrée 
du signe /dans la variation. 

U suit de ce qui précède, que les équations indiquées dans 
le n*" 362 comme exprimant les conditions qui rendent intégra- 
bles les formules /U et /Vd^, et qui sont alors identiques, 
déterminent, quand elles cessent de l'être, la relation deyinx, 
par laquelle les intégrales proposées deviennent un maximum 
ou un minimum. On reconnaît aisément que ces équations 
peuvent s'élever jusqu'à l'ordre dont l'exposant est double de 
celui de la plus haute différentielle contenue, soit dans U, soit 
dans V. 

366. Après l'évanouissement de la partie affectée du signe /, 
il reste 

aèx -t- p^J H- a»d5j:-H p,d^/-f- etc., 

expression que, pour abréger, je représenterai par ^ : oiî aura 
donc /^U = ç-|-co/w^, et la valeur complète de cette inté- 
grale s'obtiendra en prenant la différence de celles que reçoit 
la quantité 7, à chacune des deux limites (229); en sorte que 
si ff* désigne cette valeur pour la première limite, et ff pour la 
dernière, on aura /^U = ff' — y', d'où il résultera encore, pour 
le maximum et le minimum de l'intégrale /U, la condition 

mais il faut bien remarquer que cette équation ne contient 
plus que des quantités qui se rapportent aux limites de Tinté- 

6«éd. I. 29 
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grale/U, et qu'alors les variations 9x,Sjry9ûxy Sd^t etc., 
peuvent être nulles, ou seulement liées entre elles par des re- 
lations données, selon que ces limites seront fixes ou variables. 
L'explication géométrique de ces diverses circonstances les 
éclaircira suffisamment. 

La première a lieu lorsque la courbe qui rend maximum ou 
minimum Tintégrale proposée doit être prise entre toutes le^ 
courbes assujetties à passer par deux points dont les coordon- 
nées sont déterminées, ainsi que tout ce qui s'y rapporte,- et 
que l'intégrale doit commencer à l'un de ces points et finir à 
l'atflre. Si or' et / désignent les coordonnées du premier, x^ 
et y^ celles du second, ces quantités, appartenant à toutes les 
courbes qu'on pourra considérer dans la question dont il 
s'agit, n'éprouveront aucune variation : quand donc on chan- 
gera a: et / en x' et en/', puis en x'^el en y\ il faudra faire 

^V = o, $/ = o, Sx^^o,' êy=^o. 

Alors les termes affectés de ces variations disparaîtront d'eux- 
mêmes de l'équation y" — (p'= o, qui sera par conséquent vé- 
rifiée si elle ne contient que ces termes ; et la courbe déduite 
de l'équation x = ^> résoudra complètement le problème, 
pourvu qu'on l'assujettisse à passer par les deux points donnés; 
ce qui s'effectuera, en général, par la détermination des con- 
stantes arbitraires comprises dans l'intégrale de l'équation 
citée, qui sera alors du second ordre. 

Si l'équation «?"-*?' = o contenait de plus les termes affectés 
de Sdx^, Bdy, Sdx'% Si/\ et qu'outre la condition précé- 
dente*, les tangentes de la courbe cherchée dussent avoir, aux 
limites de l'intégrale, une inclinaison donnée, ces termes dis- 
paraîtraient aussi d'eux-mêmes, parce que les différentielles 
d;t* et dj n'éprouvant aucun changement aux limites, les varia- 
tions 3éx^, Sdy, Sdx", Sdy^ seraient zéro, et feraient évanouir 
les produits où elles entrent : mais pour assujettir la courbe 
cherchée à cette condition, par rapport aux tangentes de ses 
points extrêmes, il faudrait que son équation contînt deux 
constantes arbitraires de plus que dans le cas précédemment 
examiné, et que par conséquent l'équation différentielle x=® 
fût du quatrième ordre. En voilà assez pour montrer comment 
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doit se vérifier l'équation <p" — v' = o, lorsque les coordonnées 
des limites et leurs coefficients différentiels ont des valeurs 
fixes : je passe aux cas où les limites doivent être regardées 
comme variables. 

367. On peut demander que la courbe douée du maximum 
ou du minimum de la propriété proposée soit prise, non parmi 
toutes les courbes qui passent par deux points donnés, mais 
parmi toutes celles qui seraient menées entre deux courbes 
données AÂ' et Bfi' [fig, 63), sans déterminer les points où ces 
dernières sont coupées par celle qu'on cherche. Il est visible 
qu'en passant alors de la courbe AB à une autre À'B^ les ex- 
trémités A et B se meuvent; les abscisses qui répondent au 
commencement et à la fin de l'intégrale, après qu'elle a variée 
ne sont plus celles qui convenaient à son état primitif, et les 
ordonnées qui s'y rapportent ont changé suivant la loi établie 
par les courbes AA' et BB'. Dans cette circonstance, les varia- 
tions des ordonnées et celles de leurs abscisses doivent savoir 
les mêmes relations que les différentielles dans les courbes 
AA', BB', relations exprimées par les équations de ces courbes, 
qui sont données : il est donc nécessaire deies introduire dans 
l'équation ff" — ?' = o; et pour la vérifier ensuite, il faudra 
égaler séparément à zéro les coefficients des variations qui res- 
teront indépendantes. 

A mesure que la fonction /U contiejadra des différentielles 
d'un ordre plus élevé, le nombre de termes de l'équation 
ip" — <p':^ o augmentant, on pourra ajouter de nouvelles con- 
ditions aux limites; supposer, par exemple, que la courbe AB 
doit être prise parmi toutes celles qui touchent à la fois les 
deux courbes AA' et BB'. Par cette dernière condition, non- 
seulement les coordonnées x et j doivent avoir, aux limites 
de l'intégrale, les relations exprimées par les équations de ces 
courbes, mais il en doit être de même de leurs différentielles: 
ainsi les variations ^da/, ^dy, ^àx''^ Sdy ne sont plus indé- 
pendantes, et doivent coïncider avec les différentielles secondes 
relatives aux courbes proposées. On pourra, par ces relations, 
éliminer quelques-unes des variations Sûx', ^d/', ddx", Sdy\ 
de l'équation / — ep' = o ; et ensuite on la vérifiera en égalant 
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séparément à zéro les coefficients des variations restantes, 
lesquelles seront entièrement arbitraires. ^ 

Les équations qu'on se procurera par ce moyen» établissant 
des relations entre les coordonnées des points extrêmes de la 
courbe proposée, porteront nécessairement sur les constantes 
introduites par l'intégration de l'équation x= ^^ et serviront à 
les déterminer. 

368. On doit ensuite remarquer que puisqu'il y a des cir- 
constances où il faut avoir égard aux variations des limites des 
intégrales, si les coordonnées x'y y y x'\ y" de ces limites en- 
traient dans l'expression de U, il serait nécessaire de les y 
faire varier, aussi bien que x et /, et d'augmenter par consé- 
quent ^U des termes 

A'^^' -f-B'^/ -f-A''^^' -^'B^Sf 
-I- A', d ^^' H- B', d ^ / H- A", d ^:c" + B'; d^/' -h etc. 

Or comme les variations ^^, ^y, 9x'\ $y sont indépendantes 
des coordonnées indéterminées x et j, elles passeraient hors 
du signe /, tandis que les fonctions A', A*', etc.. A',, A', etc., 
y resteraient soumises : il faudrait donc introduire dans la pre- 
mière partie de la variation /^U, les termes 

Sx'fA' -hSy/W -\-8x''fM' +BffW 
+ d5;r'/A', -f-d^Z/B'. '\-^^x"fK\ -h d^/'/B", -4- etc., 

en ayant soin de prendre ces intégrales entre les mêmes limites 
que la proposée. - 

On ne voit pas tout de suite ce que deviendraient les termes 
précédents, si l'une des limites était en même temps l'origine 
des poordonnées. On évite cette difficulté, en faisant d'abord 

et en concevant que l'origine des coordonnées X, Y soit fixe, 
mais que les quantités x' e\y soient variables ; il vient alors 

Quant aux différentielles d j;, dj, etc., elles ne dépendent 
point des quantités x' ex y y et ne prennent par conséquent 
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aucune variation ; Texpression de ^U devient donc seulement 

M(^X— ^^')-l-N^dX-hetc. 
H- m(*Y— ^/y-f- n^d Y H- etc. 

Il est permis de faire ensuite ^', y* égaux à zéro, pourvu qu'on 
laisse subsister les variations ^x\ ^fy qui peuvent être considé- 
rées comme le premier degré de grandeur de ces quantités ; 
alors X et Y redeviennent x et y^ et le changement de l'ex- 
pression de/^U se réduit aux termes — ia/fM — ^/fm, 
dont il faut prendre les intégrales dans les limites primitives. 

369. Soit proposé de déterminer 7 en x, pour que l'intégrale 

'y^dx'-hd/», prise entre deux limites données, devienne un 

minimum, ou, ce qui est la même chose, trouver la plus courte 

ligne qu*^n puisse mener entre deux points^ sur un plan. On a 

*TT * /j— ; — j--; d^^d^-f-dr^dr 
)/dx'-hdy 

en faisant ^dx* -hdy = As, et en transposant la caractéris- 
tique 9, Intégrant ensuite par parties, on trouve 

et la partie affectée du signe / donne (365) 



d'où 



j d^ 

d-T~ =0, 
ûs 



-d1 = C' 5^=^'' r^C'.^c 



Ce résultat, ainsi qu'on devait s'y attendre, désigne la ligne 
droite, et les constantes qu'il renferme serviront à remplir les 
conditions relatives aux points entre lesquels elle doit être 
menée. 

La partie qui est délivrée du signe /, ou y (366), ne conte- 
nant que les variations des coordonnées des points extrêmes» 

29* 
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s'évanouit quand ils sont fixes, et* les constantes C et C^ se 
déterminent alors en assujettissant la droite proposée à passer 
par ces points. 

Quand ils ne sont pas fixes, mais qu'ils doivent seulement 
se trouver sur des courbes données, il faut que les quantités 
x* eiy, x^ elj", qui sont inconnues, satisfassent, ainsi que 
leurs variations, à Téquation ^" — / = o, qui devient 

ds^ ds'' '^. d«' d^ "^ 

et aux équations des courbes données, dont je représenterai 
les différentielles par 

dj = md^, d^=ndj?; 

on aura donc (367), 

8/ = m' Sx', Sf = nUx'\ 

A cause de l'indépendance des variations ^a^ et ^a/,«cettc 
équation se partage dans les suivantes : 

dr" I 

d^+«''dr'=o, ou 5^=-^. . 

dy^ I • • 

dx' + m'd/ = o, ou ^=_-;, 

qui expriment que la droite proposée doit être normale à cha- 
cune des courbes données. 

D'après l'équation /= C'a? -h C", on a d/ = C'd^ pour tous 
les points de la droite, et les équations précédentes devien- 
nent en conséquence 

I + Çln" = o, 1-4- Cm' = o ; 

mais la constante €' dépend des coordonnées des points ex- 
trêmes, puisque l'équation de la droite menée par ces points, 
étant ' 
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donne 

et substituant cette valent de C, il en résulte les équations 

dont la combinaison avec celles des courbes données déter- 
mine les points par oit passe la plus courte disunce de ces 
courbes, et complète la solutipn du problème proposé. 

On arriverait aux mêmes équations, en supposant d'abord 
que les points extrêmes soient fixes, circonstance dans laquelle 
on a, entre x et y^ l'équation 



En effet, par cette relation, l'intégrale / v^d j?' -f- Af devient, 
entre les abscisses x' et a?", 



(a/-a^)y/.-H(5-^y=/(x'-x«}' -H (/-/')»;* 

et la seule application du calcul différentiel suffit pour déter- 
miner le minimum de cette expression, en ayant égard à la 
dépendance 'qu'établissent entre x' et y* y x^ et/'', les équa- 
tions des courbes données. 

C'est ainsi qu'on pouvait achever, sans le secours de l'équa- 
tion rf" — 9' = o, que les méthodes de Bernoulli et d'Euler ne 
donnaient pas, la solution des problèmes semblables au précé- 
dent, toutes les fois que l'on savait obtenir l'intégrale propo- 
sée ; mais en considérant que cette intégrale est une fonction 
implicite dés quantités qui se rapportent à ses limites, M. Pois- 
son, au moyen de la diffétentiation sous le signe /(281), a 
cherché immédiatement, par rapport à ces quantités, les con- 
ditions du maximum absolu de l'intégrale proposée, et est 
parvenu à l'équation «p'' — ^ ^' = o, telle qu'elle résulte de la 
méthode des variations (*). 

(*) Voyes le Traité in-4®, tome II, page 742. 
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370. Le problème du n*» précédent étant transporté dans l'es- 
pace, conduit à déterminer z etj en fonctions de x, dans^ l'ex- 
pression /^dj?HhdjKM-d7*« En faisant v^d x^ -h dj" h- d 2* = d ^, 
il vient 

/^Vdar»-f.d7'H-dz*=== r^d^a:-*. r^d^jH- r^d^z 

La partie affectée du signe / fournit les trois équations 

,ûx jdr jdz 

drY- = o, d-3Î^ = o, d-3— = 0, 
d* d5 ' d5 

dont toutes les combinaisons deux à deux s'accordent à donner 

Az ^ Az 

Ax ' Ay ' . 

et montrent que la ligne cherchée est droite. 

Si cette droite doit être menée *èntre un point donné dans 
Tespaceetune surface courbe dont Téquation différentielle soit 

Az=pAx'{'qAx9 

il faudra qu'à la dernière limite, ^z" :=:z p" ix' -\-q'' $f . La pre- 
mière étant fixe, rendra 7' = o, ejt la valeur de iz" changera 
ç*' = en 

[Ax''-^p^Az")^x'''¥[Ay^-\-q''Az'')9f = o; 

égalant à zéro les coefflcients des variations indépendantes, il 
viendra 

Ax"'\'fAz''=o, Af ^q"Az"±=:o, 

d'où Ton verra, par le n** 150, que la droite cherchée est nor- 
male à la surface donnée. 

Si cette plus courte ligne doit être tout entière sur une sur- 
face courbe donnée, il faudra que les variations ^ar, ^j^, àz sous 
le signe /, satisfassent à l'équation différentielle de celte sur- 
face, que je représenterai par dz=/>dx4- ^dj : on fera 
donc 

Sz=^p8x-\-q$y 
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dans /^U, qui deviendra, par cette substitution. 

De la partie affectée du signe /, on tire- les équations 
,d^ .gâz jdj^ * j d-8 

d-r- -hDd;T-=rO, d^+?dT-=^0, 

d* ^ d5 d* ^ d5 

dont une seule suffit (361), conjointement avec celle de la 
surface donnée, pour déterminer la nature de la 4igne la plus 
courte qu'on puisse mener sur cette sùrfscd entre deux de ses 
points. 

En supposant que cette ligne doive ^ôtre menée entre un 
point fixe et une courbe prise sur la même surface, on aura 
d^abord f'^*=o; et désignant par djssndir réqjaation diffé- 
rentielle de .la projection sur le plan des xjr, de la courbe 
donnée, il viendra sy = n/'Sx^; puis Téquation «p'' = o, se 
changeant en 

dx^ -^p'dz" -h (d/' + ç^dz") n'^ = o, 

exprimera que les deux courbes dont il s'agit se coupent à 
angle droit. 

371. Je vais encore chercher la relation de a? àj, propre à 

rendre minimum l'expression / ^^ . . ^ . dans laquelle je 

considiérerai Y comme une fonction des coordonnées x* eiy, 
x^ et y, relatives, aux limites ( * ). 

Pour résoudre' la question, danâ toute sa généralité, il faut 
faire varier Y, aussi bien que^ (368). Soient 

V2(./ — Y)=i«, ^dx»T^dp=ds; 
il viendra 

^u = -^ , ^d5 = -j- d«yjp -H :/■ d^r 

' u • d5 ds '^ * 



(^) Ce problème est celui de la brachistochrone, courbe le long de laquelle 
un corpa descend dans le moins de temps pos89>le, d*ttn point à un autre. 



458 * TRAITÉ KLÉMBIITAIKB 

et 

J I** uàs uds -^ 

On^lire des termes où dx^i 9y sont affectés du signe /, les 
équations 

j dar dj . , dr 

d— r- = o, ^ + d--5-=o; 
uds u^ uas 

la première» qui est la plus simple» donne 

dx ^ ,, , dx ' • 

uds • v^d^» + d^ ^^•^. * 

Ce résultat indique une cycloïdè (114); car si Ton y fait 
y — Y = ^, oh en déduira 

' , dzJIO.Jz zdz 

. do: ~ 



\/l-2C'S 



vS^ 



T 

Lorsque ^Y=o, la quantité ^dojme, pour les liraitesjes 
équations 

dx^Sx^^dy^y^zo, dx'8x' -^dy^y = Oy 

diaprés lesquelles on reconnaîtra^ coiAme dans le n*" 369, que, 
si la courbe cherchée est menée entre deux autres, elle doit 
les rencontrer à angle droit. 

Quand (fY n'est pas nul, il. faut calculer la valeur de / — 9 

entre les limites de Tiniégrale proposée; or, Téquation 

dj , dr 
M* uds 

fournie par le coefficient de ^x sous le signe /, donne 



/ 



ds dr. 

uds 



et en observant que ^ Y, ne dépendant point des variables in- 
déterminées X et 7*, ne doit pas changer d'une limite à l'autre. 
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réqualion y" — - ç' = o, devient 

Si Ton prend seulement Y =/, d'où il suit -^ Y ="^/, on 
aura, en réduisant et séparant les variations relatives à chaque 
limite, 

d^ ^^ d'y' „ dx' , , . df , . 

u'*ds^ u^'dsf '' ufds* u^dsf "^ 

puis faisant, comme dans le n® 369, 

d X 

et se rappelant que—j- = C, les équations ci-dessus prendront 
la'fbrme 

d'après laquelle n" ^^m\ Ce résultat fait voir qu'aux points où 
la courbe cherchée rencontre les courbes données, celles-ci 
doivent avoir leurs tangentes parallèles. De plus, l'équation 
relative à la dernière limite, revenant à 

dxf^xT + d/^^/' = o, 

montre encore que la courbe cherchée doit couper à angle 
droit la seconde courbe donnée. 

372. Les problèmes précédents se rapportei\t à des maxi-- 
mums ou à des minimums absolus; en voici un où il s'agit de 
maximums et de minimums relatifs : Parmi toutes les relations 
que peuvent avoir entre elles les variables x, y et qui donnent 
ufie*méme valeur à l'intégrale indéterminée /Ui, prise depuis 
X = x' jusqu'à X = x*', trouver celle qui rend la formule /U un 
maximum ou un minimum, dans les mêmes circonstances. Ce 
problème se résout en égalant à zéro la variation . de la fonc- 
tion /U -f-'a/U,, a étant un coefficient constant indéterminé. 
Ce n'est pas ici le lieu de démontrer en détail cette règle; on 
conçoit d'ailleurs que si la fonction ci-dessus est un tnaxîmum 
ou un minimum^ et que l'on fasse /Ui = A, l'intégrale /U aura 
toujours la plus*grande ou la plus petite des valeurs qu'elle 
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pourrait prendre dans celle hypothèse (*)• Le coefficieûl indé- 
terminé a sert à remplir la condition /U, = A. 

Si, par exemple, on demandait la courbe qui, sous un péri'- 
mètre donné, renferme le plus grand ou le plus petit espace ^ 
on aurait • 

. /U + a/Ui=/{7d^-4-aVd^» + d7»}; 

en faisant ^d^ -H àjr' =? d^, la panrtie de la variation affectée du 
signe / serait 

et donnerait les équations 

d j? dy 

dj-f-^d--r- = o, dar— ad^csro, 

dont une seule suffit pour déterminer la courbe cherchée (365) ; 
mais le calcul est plus simple lorsqu'on les emploie toutes deux. 
Leurs intégrales 

étant mises sous la forme 

r — C'=a—7 ^ — C=r — fl-3^> 
•^ ds As 

ensuite élevées au carré, puis ajoutées membre à membre, 
conduisent à 

ce qui déâgneun cercle dont le rayon est a. 

Ce rayon se détermine d'après la valeur assignée au péri- 
mètre fslAx^-hAy^ ; tes constantes C et C peuvent servir à 
faire passer le cercle par des Hmrle» ftxes et données* Il est 
doué du maximum d'aire, lorsqu'il tourne sa concavité vers 
l'axe des abscisses, et du minimum, si le contraire a lieu. Tel 
est le cas le plus simple du problème des isopérimètres, ainsi 
nommé parce que l'on n'y considéra d'abord que des courbes 
de même périmètre. 

(*) YoyûB le Traité ia*4S <«»« U» page 80^. 

Fin DU PREMIER VOLUME. 
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